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摘 要：木义利用j 丢方程，研究载流薄板在电磁场 机械荷载共 同作用 卜的磁弹性动力失稳问题。 

导出载电流薄板在 电磁场 与机械荷载共同作用 F的磁弹性动 力稳定性方程 的基础上，应 

用 Galerkin原理将稳定性方程整理为马丢方程的标准形式，将薄板的动力稳定性问题归结为马 

丢方程的求解。并利_}}j屿丢方程的稳定解1)(域与非稳定解区域的分界，即方程系数 和 卵的本 

征值关系，以三边简支一边自由载流矩形薄板为例，得出了载流薄板磁弹性动力失稳临界状态的 

判别方程。 
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1 引言 

马丢 (Mathieu)方程是数学物理领域中的一‘个著名方程。其标准形式为 

d2y

+(A-2qcos 2z) ：。， (1) 

其一I A和 q是参数，力‘程(1)只有当参数 A和 q满足一定的关系时，才有周期为 7r或 27r的 

解，此解称为马丢函数。马丢函数最早在椭圆波导系统，椭圆柱体的电磁散射以及 模椭圆截 

面光纤的研究中具有重要应用。 物理学的许多问题的求解中都经常遇到马丢方程。而将马丢 

方程应用于稳定性的研究HJ‘参见文献I1．31。 

以前，对磁弹性稳定性理论主要集中 生铁磁性薄板屈曲理论模型的建立及分析方法的研 

究【4-7】、以Tokamak核聚变反应堆环向磁场载流线圈为代表的对载流线圈及载流杆件的稳定 

性研究【8 J。而近些年来，工程中存在许多涉及非铁磁载流薄板在电磁场与机械荷载作 ．卜的稳 

定性问题，使对载流薄板的磁弹性稳定问题研究成为力学工作者近几年极度关注的研究课题之 

动力屈曲是指板壳结构对动力荷载相应的屈曲破坏。在参数空间的某些区域中参数的改变 

所引起的运动的变化很小，然而在另外一 区域中，参数的改变将引起振幅迅速增大而趋于发 

散。因此动力稳定性的研究就是要找出参数空间中这种收敛域与发散域的边界，即系统的动力 

稳定性边界。本文将以三边简支一边自由矩形板为例，利用马丢方程的求解，给出载流薄板磁 

弹性动力屈曲临界状态的判别方程。 
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2 基本方程 

2．1 载流薄板的磁弹性动力稳定方程的建立 

将洛仑滋力【9．pfx、p 、p 作为质动力载荷加到板运动方程中，得板的磁弹性运动方程 

尝+ + +p OQ2U， +百ONly+ +p OQ2V， 

警+ + N O2w+ lyy 2w+2 +P=+以=p̂ ， 

+ + + p =笔 ， + = 
式中 h为板厚， ， ， 为机械载荷分量，虬 ，虬 ， ；Q ，Q ；地 ， ， 为内力分 

量， ， 为角位移分量。 

2．2 薄板的磁弹性动力稳定方程 

由于 《 叫， 《 W，在薄板的动力屈曲问题中一般仅考虑挠度引起的惯性力，向忽略位 

移 、 引起的惯性力。在几何线性的情况下，根据薄板的小挠度理论，磁弹性运动方程可进 
一

步简化为： 

+ + + OQ2W

+ 2 
0 2M z~  

+ N 
O2w

+ + =p̂ ． (3) 

弯矩与曲率改变量和挠度的关系为 

= DM(X 一DM( + )， 

= DM(X +％)一DM( + )， 

= My =DM(1一 )x 一DM(卜 ) · (4) 

将(4)式代入(3)式整理得 

一 。M 4叫 + Ⅳ
x 

(~X2+ 2 OQ2W
+ 雾+ + =p ． (5) 

设屈曲挠度解为 

w(x，Y，t)：W(x， )9( )， (6) 

式中o(t)表示时问t的函数，叫( ，Y)为屈曲挠度函数。将屈曲挠度代入方程式(5)中，得载流 

薄板的磁弹性动力稳定性方程 

一  + [ +2 + + 

3 载流薄板磁弹性动力失稳II鑫i界状态的判别 

本文将以三边简支 +边自由矩J眵板为例，给出载流薄板磁弹性动力屈曲临界状态的计算及 

判别。如图1所示，三边简支⋯边自由矩形板，长 a，宽b，通侧向电流 (0， f2j0)，处于外加 
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横向磁场 (0，0，Boa)巾，无外加机械载荷。 

I奎I 1： 三边简支一边 目由矩形薄板 上电流磁场分布 图 

三边简支一边自由薄板边界条件为 

_01 n： = 0 2w =0； 
= 等 

= n ：

02w + + +(2～ 03W
Oy2 )Ox=Oy=o． (8) n： + + +(2～ 0· (8) 

将电流条件 (0， 2，0)，磁场条件 (0，0，Boa)代入洛仑滋力[。1表达式 f1，町得到：p = 

0，p =0，p厶：Jct2hBo3。山薄板的小挠度理论，p 可视为均布随从力[91，设 尸l、P2、尸l2 

分别为矩形板承受的rnt 压力，有 

=  

“

p厶d +Pl=p (n— )+尸1， 

： 尸2， =P12。将其代入动力稳定性方程式(7)，因无外加横向载荷 ( =0)，并}1_／f 

考虑体力的影响，可得 

加 +{DMV4 _P1J警_2P1 一P2 ：。(9) 
由 Galerkin原理有 

l／√( 叫DMV4 n斗 z 。 
(10) 

设屈曲挠度函数为 

：  A ( )sin mTrx， ( ) 
显然满足所有边界条件，式中的 m，几分别为 X，Y方向板屈曲波形的半波数。将其代入 

式(10)，并对式『11各项求偏导得 

r

妻
itzI
Am√(。t／=。 ( + m4( 
一 (p (n—z)一尸1) ( )stn 一2尸1 c。s ]@( )) d 。， 

一 1 一一-----一__ 
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冉 盯 上 进 仃 分得 

妻 d2Q0 (t) mab丌．(1一s + 丌。 m3b(1-cosmTr) 
一

p 

m b

。Tr(1一s ))-0． 
由r当m，n均为偶数时上式 能为零，故当 m，n均为奇数时，上式简化为 

妻 +【 M丌 一p + ))一o． 

因 不能全

ro．~

部

l

为零，故可令

ab 3 rrtab 

+ 丌a m3b
一

防_T?Ttb71"+P1 ) (12) 

将 p =Jd2hBo3代入上述力 程，令 e(￡)=0， 2：Jcos留 (留 为电流的变化频率)， 

并设 P1=P01+Pcos留￡，P2=Po2+aPCOS wt，式中：P01、P02分别为 P1、P2静载部 

分；P为脉动中面荷载的振幅； 足中面倚载之间的比例系数，Po1：0。式f12)可整理得 

+[ DM ~rt27r2 )+瓣4m27r2(P一 )cos 2，r u， 

最后可将方程整理为标准的马丢方程 

等+(,k-~lcos 2 _0． 
其中 

=  

＼DM m27r )，叼：瓣4m27r2(P一 )，r： 

(13) 

(14) 

到此，随着时 变量的引进，薄板的动力屈曲问题归结为马丢方程的求解[。】，而式(13)解的 

稳定性与参数 和 卵的分布有关，在 ～”平面上，}}{现了 一系列稳定和不稳定区域[ 。】。这 

些区域相当丁板的动力稳定区域和 稳定区域，应用马丢方程的这种性质，可确定载流薄板的 

失稳临界状态。其本征值关系表达为如下连分式形式 

一 (z+2k)。一 ．=_ ．==． 一⋯ 

一  

卵2 卵2 

一 (，y+2k一2) I 一(，y+2k一4)。 I 一(，y+2k一6)2 

1) 伞周期解时，周期 =7r，，y：偶数 

在(15)式中令 7=0，k=0，如果所得结果的两边是有限的，有 

= 一  一  一 - 

如果等式两边都是尤穷大，则有 

⋯ = 一 一 ⋯ ． 

(15) 

(16) 

(17) 
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由上两式可以定出 ‘~ ,JvJ (叼)。由式(16)可以得出便于计算 =a2n(叼)的公式(礼=1，2，⋯) 

2妒一南 一南 ⋯一 一 

(2n+2)。一 l(2n+4)。一 

南式(17)可以导 便于 ‘算 =b2n+2(叼)的公式 

一 (2n+2 南 一 
叼2 叼2l 

叼2l 
l 一4 

(2n+4) 一 2札+6) 一 

2) 半周期解时，周期 =27r，7=奇数 

⋯ ：  ⋯  
， 

取正号n,I ，得 

⋯ + 一 ⋯ ， 

取负号时，得 

⋯ 一 一 ⋯ ， 

此时，由式(21)可导出汁算 =a2蚪1(叼)的公式 

一 (2n+1 南 一南 ⋯一 一 
卵2 卵2l 

(2n+3) l(2n十5) 一 。 

巾式(22)口J 导出计算 ----『)2n+l(叼)的公式 

一 (2n+1 南 一 ⋯一 
叩2 叼2l 

(2凡+3) 一 l(2n+5) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

由式(18)，式(19)，式(23)，式(24)所确定的四组本征值笑系公式就是动力稳定区域与动力 

非稳定区域的分界线。而最低阶的动力屈曲临界状态更具有实际意义。令 n=0，得最低阶的 

组本征值基本公式 =。0(叼)， =62(叩)， =nl(叩)， =『)1(叼)，其曲线对心各动力稳定区 

域与动力非稳定区域的分界线。 

4 结论 

本文通过理论推导给出了载电流薄板的磁弹性动力稳定性方程。应用 Galerkin原理将稳定 

性方程整理为特殊函数马丢方程的标准形式，并利用马丢方程的稳定解区域与非稳定解区域的 

分界，即系数 和 卵的本征值关系，从而得出了磁弹性失稳临界状态的判别方程，由此可计 

算载流薄板的磁弹性稳定性问题。 
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The M agnetic-elasticity Stability Criterion of a Thin Current 

Carrying Plate 

WANG Zhi—ren ． WANG Ping ，一． BAI Xiang-zhong 1。 

(1一College of Science，Yanshan University，Qinhuangdao 066004； 2一College of Civil Engineering and 

Mechanics，Yanshan University，Qinhuangdao 066004；3一The State Key Laboratory of Nonlinear 

Continuum Mechanical(LNM)，Institute of Mechanics，Chinese Academy of Sciences，Beijing 100080) 

Abstract： The magnetic—elasticity kinetic stability problem of a current carrying plate under the 

action of mechanical load in a magnet field is studied by using the Mathieu equation． Based on 

deriving the magnetic—elasticity kinetic steady equation，the equation is changed into the standard 

form of the Mathieu equation by using the Galerkin method． Solving the Mathieu equation can 

then get the solution of the stability problem．Through discussing the boundary lines of steady and 

unsteady solution areas of the Mathieu equation，that is，discussing the eigenvMue relations between 

the coefficients A and町 in the M athieu equation，the magnetic—elasticity criterion equation of a plate 

simply supported at three edges has been gotten 88 all example． 

Keywords：magnetic—elasticity；stability；the Mathieu equation；buckling；thin plate 
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