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一类迎风紧致差分格式全离散特性分析 3
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摘　要　采用 Fourier分析方法 ,通过显式多步 Runge2Kutta时间离散一维线性对流方程 ,导出了

一类高精度迎风紧致格式全离散色散关系式。详细分析了不同 CFL数下所研究差分格式的耗散、

色散及相应的相速度、群速度等特性。以数值实验显示了格式较高的计算精度和分辨率。
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0　引言
对湍流和气动声场等一类在时间和空间上具有多尺度特征的流动现象的直接数值模拟 ,

要求选取的数值方法对所关心的流动尺度能够适当地表达。因此 ,在非定常多尺度流动问题

的直接数值模拟过程中 ,除去影响数值稳定性的格式耗散误差以外 ,与小尺度波动相速度和群

速度等密切相关的格式色散误差对数值解的影响同样不能忽视 ,进行该方面的深入分析研究

是必要的。

同传统的差分格式相比 ,紧致格式在流动小尺度量的分辨能力上因更接近谱方法而具有

明显的优势 ,应用范围也更广泛 ,如高阶导数逼近、高精度插值和滤波等[1 ]。为了计及流动中

波的传播特性 ,抑制数值解中的非物理高频振荡分量 ,文 [ 2 ,3 ]通过流动控制方程对流通量的

正负分裂 ,先后提出了一类高精度迎风紧致格式 ,在半离散情形下完成了算法的耗散、色散及

各向异性等行为分析 ,并用其对大范围的物理问题进行了数值模拟[4 ]。本文采用 Fourier分析

方法 ,以显式多步 Runge2Kutta算法作为时间离散算法给出 Fu和 Ma的迎风紧致格式一个全

离散特性分析结果。

1　数值模型
考虑如下一维线性模型方程

5 u
5 t

+λ5 u
5 x

= 0 (1)

其中相速度λ是大于 0 的常数。设 L 为计算区域长度 ,并被等分成 N 段 ,网格间距Δx =

L / N ,则式 (1)的空间半离散差分近似为

(5 u
5 t

) j +λ
Fj

Δx
= 0 (2)
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式中 Fj 为 j 点处一阶导数差分近似。由文[2 ] ,对空间一阶导数 ,一类迎风紧致格式可写作

∑
l

αl Fj + l = ∑
l

( alδ
+
x + blδ

-
x ) u j + l (3)

这里αl , al 和 bl 是精度参数 ,上标 + 、- 分别表示空间一阶前差和一阶后差 ,式 (3)中最常用的

两个迎风紧致格式为 (对λ> 0情况)

UCD3 :　2
3

Fj +
1
3
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5
6
δ-

x u j +
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δ+

x u j (4a)

UCD5 :　3
5

Fj +
2
5

Fj - 1 =
1

60
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x u j +1 + 47δ-

x u j + 3δ-
x u j - 1) (4b)

它们分别具有 3阶和 5阶空间精度。本文主要以这两种格式为代表加以分析。

记 R ( u)为式 (1)中对流项的空间迎风紧致差分离散 ,于是式 (2)的 m 级 Runge2Kutta时

间推进全离散形式为

u l = un +Δt∑
l

s = 1

αls R ( us - 1) 　　( l = 1 , ⋯, m ) (5)

这里 R ( us - 1)对应 n至 n + 1时间层内的中间步 t n = t0 , t1 , ⋯, t m - 1 , t m = t n + 1上的 R ( u)值 ,

αls是确定时间精度的非齐次项加权平均系数。

2　Fourier分析
211　全离散 Fourier变换

假设 u ( x , t)是区间 ( - ∞, + ∞)上以 L 为周期的周期函数。全离散情形下 ,计算区域内

共包含 N 个离散 Fourier谐波分量 ,形为

û n ( k̂ ,ω̂) exp (i k̂ j) , 　( k = - N / 2 , ⋯, N / 2) (6)

其中 û n是离散 Fourier变换系数。无量纲波数 k̂ = 2πk/ N ,无量纲频率ω̂ =ωΔt ,ω是圆频

率。易知 k̂ ∈[ -π,π] ,且因 u n
j ∈R1得 û n关于 k̂ = 0复共轭对称 ,故以下仅在[0 ,π]波数空间

上基于式 (6)对式 (5)进行 Fourier分析。

以 F表示离散 Fourier变换 ,由 Fourier变换微分性质不难证明

F[Δt R ( u l) ] = Z·F( u l) (7)

其中函数 Z只依赖于空间差分算子 ,与 l 无关。又经归纳推知 F ( u l)有 û l ( k̂ ,ω̂) exp (i k̂ j )形

式 ,于是记 gl = û l ( k̂ ,ω̂) / û n ( k̂ ,ω̂) ,导出式 (5)对应的谐波放大因子一般形式 ( l = n + 1)

gn +1 = 1 + ∑
m

s = 1

αms Zgs - 1 (8)

另一方面 , m 阶 Runge2Kutta算法 (记作 R K m )的系数满足如下 m 阶 Taylor展开

un +1 = ∑
m

s = 0

1
s !

(5 su
5 ts ) nΔts + O (Δt m +1)

将模型方程 (1)代入上式右端并进行离散 Fourier变换 ,得放大因子另一形式

gn +1 = 1 + ∑
m

s = 1

1
s !

Zs (9)

它是 m 级 Runge2Kutta算法为 m 阶的必要条件 (非充分条件) ,且此时式 (8)和式 (9)等价。

因 Z只与空间差分算子有关 ,若以 k̂′表示空间半离散差分数值修正无量纲波数 ,由 (7)可知 Z
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= ( - Ci) k̂′,其中 CFL 数 C =λΔt /Δx ,进而推出对格式 (4)分别有

Z
(3)

= ( - C) · 2 - 2cos ( k̂) + 3sin ( k̂) i
2 + cos ( k̂) - sin ( k̂) i

Z
(5)

= ( - C) · 18 - 16cos ( k̂) - 2cos (2 k̂) + [28sin ( k̂) + sin (2 k̂ ) ]i
18 + 12cos ( k̂) - 12sin ( k̂) i

212　特性分析

对简正 Fourier模态 ,令 ûn = ûexp[i ( - n̂ω) ] ,易知ω̂= i ln( gn + 1) ,则数值离散波数可表示为

f ( k̂ ) = (ω̂r + iω̂i) / C

对流方程 (1)确定的是一个无耗散无色散系统 ,所有波数的波均以同一相速度λ传播 ,其振幅

既不增长 ,也不衰减 ,且系统内载能波包的传播群速度与单波的相速度相同 ,与其不同的是数

值离散则通常形成一个带耗散的色散系统。以下就差分格式 (4)加以讨论。CFL 数取为 C =

0 ,012 ,014 ,016 ,其中 C = 0对应半离散情形 (在相关图中以粗线标示) 。无量纲波数 k̂ 以π归

一化。

(a)数值耗散和数值色散

函数 f ( k̂ )的虚部 f i对应数值耗散。当 f i≤0时 ,数值解是稳定的。图 1是以 R K3时间

离散 ,由 UCD5得到的 f i曲线。时间离散对格式耗散特性中的低频部分几乎没影响。但对高

频部分影响显著。低 CFL 数下 ,全离散保持了对高频部分的耗散滤波作用 ,其 f i值同半离散

f i值接近并略为偏大 ,这有利于高频波衰减 ,使其滤去 ,抑制由高波数量引起的数值混淆误

差 ,并使调控 CFL 数 ,提高计算精度成为可能。对称紧致格式即使在全离散条件下对高频量

也基本无耗散 ,需要特殊滤波技术 ,这也是迎风格式近年在湍流直接数值模拟中得以发展的原

因之一。随 CFL 数增大 , f i曲线在高波数段出现波动 ,耗散量减小 ,最后失稳。分析显示 ,格

式 (4)的稳定性限制约在 C = 014 左右。为检验常用于中心格式的人工粘性滤波技术对格式

(4)的影响 ,与图 1对应 ,图 2 是施加 6 阶人工粘性 A D6 =η(6) (δ+δ- ) 3 u j 后求得的 f i 曲线

(η(6) = 01015) 。同样 ,人工粘性的影响也主要作用于高波数范围 ,而且增大了低 CFL 数 f i值

( C = 012) 。对 f i曲线存在波动的情形 ,人工粘性使之更加不稳定。

图 1　UCD52R K3耗散曲线

Fig. 1 dissipation error

图 2　附加人工粘性耗散曲线

Fig. 2　dissipation error with artificial viscosity
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　　函数 f ( k̂ )的实部 f r对应数值色散。图 3是 R K4时间离散 ,由 UCD5得到的 f r曲线。时

间离散对色散的影响依然集中于高波数范围 ,低 CFL 数时 ,全离散 f r值同半离散情形相差不

大 ,高 CFL 数时 ,高波数 f r显著偏离 45°直线 ,这对应耗散 f i曲线波动和不稳定情形。

对稳定的 CFL 数范围 ,提高时间精度时 ,函数 f ( k̂)趋于半离散 f ( k̂ )值 ,即格式本身的耗

散和色散特性是全离散相应性质的内在决定因素 ,并可以此改善数值稳定性及高波数物理尺

度分辨率。

(b) 相速度和群速度

相速度是不同波数行波的传播速度。离散情形下 ,数值相速度取作

�λ1 = Cλ·λ

这里数值相速度误差系数 Cλ= f r ( k̂ ) / k̂。Cλ通常不为常数 1 ,对应一个色散系统 ,即不同波

数的波在其中以不同的相速度传播 ,因此 ,相速度分析是研究数值格式色散误差特征的另一条

途径。图 4是对应图 3的 Cλ曲线 ,时间离散对低波数相速度影响较弱 ,对高波数相速度的影

响因 CFL 数而异。当 CFL 数超过某一临界值时 ,高频数值波相速度明显大于实际相速度。

提高时间精度可减小这种误差 ,并使之趋近于空间半离散情形下对应的数值波相速度。对多

维问题 ,将式 (1)中的 x 轴旋至任意方向 ,其在所有波数下所对应的相速度仍为常数 ,而相应

差分格式的相速度误差则表现为各向异性。若以θ表示旋转角 ,有二维数值相速度公式[1 ]

�λ2 =
cosθf r ( k̂cosθ) + sinθf r ( k̂sinθ)

k̂
·λ

　　图 5是格式 (4)经相速度等值线表现出的各向异性 ,周向是θ角 ,径向是波数 k̂ ,原点 k̂ =

0。可以看出 ,相速度误差在低波数不明显 ,基本是各向同性的。在高波数区域 ,沿斜向相速度

误差最小 ,沿纵横方向相速度误差最大 ,格式 UCD5的等值线更集中于高波数区域 ,故其相速

度各向异性误差好于格式 UCD3。

图 3　UCD52R K3色散曲线

Fig. 3　dispersion error

图 4　UCD52R K3相速度曲线

Fig. 4　phase velocity

　　对于色散系统 ,能量以群速度传播 ,它也是波包的传播速度。离散数值群速度取作

�V = CV ·λ
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这里数值群速度误差系数 CV = 5 f r ( k̂) / 5 k̂ .同样 ,一般 CV ≠1 ,即离散系统波能的传播依赖于

波数。图 6是对应图 4的 CV 曲线 ,类似于相速度分析 ,时间离散对低波数群速度也无影响 ,

而对高波数影响明显。当 k̂ 足够大时 ,低 CFL 数 CV 均小于 1 ,且小于 0 的伪数值波范围增

大 ;高 CFL 数 CV均大于 1。由 C = 014曲线可以看到 CV在所有波数均大于 1 ,由文[4 ] ,这是

快型格式特征 ,但半离散条件下原格式是混合型的 ( C = 0 实线) ,说明即使保持数值算法不

变 ,未经滤去的某些高波数的数值波相对该波数下实际物理波的运动方向在不同 CFL 数下也

会发生改变。

图 5　相速度各向异性等值线

Fig. 5　anisotropic contours of phase velocity
图 6　UCD52R K3群速度曲线

Fig. 6　group velocity

(c) 特征值分析

图 7　UCD5格式特征值谱

Fig. 7　eigenvalue spectrum

从 (4)式中任意选取一个格式在所有网格点上联立 ,然后将方程 (1)代入得到的方程组中 ,

并考虑简正 Fourier变换模态 u = ûexp [i ( - ωt) ] ,可得实系数广义特征值问题

(
ωΔx
λ i) A Û = B Û

其中 A , B 是 N ×N 稀疏实矩阵 , Û 是关于元素 û j

的一维向量 ,特征值ω′=ωΔxi/λ。取周期边界条

件 ,采用双精度隐式单位移 Q Z复矩阵广义特征值

算法 ,对不同 N 的计算显示 ,格式 (4)均满足稳定

性限制。图 7 是 N = 200 时对 UCD5 得到的特征

值谱。该谱具有贝形结构 ,并位于虚轴右侧 (稳定

谱) ,关于实轴对称。该谱的形态和大小不依赖于

N ,仅和格式相关。随着 N 的增大 ,新增的特征值

沿贝形结构向两端加密 ,其中实部最大的特征值渐

近于格式半离散情形下波数π的耗散绝对值 (文

[1 ]的研究认为对部分对称紧致格式该渐近值也位

于谱中 ,且仅和格式相关) 。数据分析显示 ,该谱还

有两个同样与 N 无关的特征值 0和 1 ,后者孤立地
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存在于贝形结构之内。据文[1 ] ,对称紧致格式没有类似特性的特征值 ,而 0特征值只有部分

对称紧致格式才包括。

3　数值实验

图 8　检验函数导数计算对比

Fig. 8　derivative of Fourier function

为了模拟格式 (4)对多尺度问题的计算

精度 ,考虑波数区间 [ 0 , km ]上的连续 Fourier

模态 ,取检验函数

f ( x ) = Re ∑
k

m

k = - k
m

f̂ ( k) exp [i (2πkx
L

+φk) ] ,

x ∈[0 ,1 ]

求解域被分作 128段 ,两端设周期边界条件 ,

并令振幅 f̂ ( k) = 1 ,相φk 在区间[0 , 2π]上均

匀随机分布。图 8 是格式 UCD5 求得的一阶

导数 f′(虚线)和解析值 (实线)的对比 ,二者十分吻合 ,表明相应格式具有较高的计算精度和

分辨率。

现给出时间发展二维可压平面混合层涡的卷起直接数值模拟算例。控制方程是可压

Navier2Stokes方程。计算条件是对流 Mach数 Mc = 016 , Reynolds数 Re = 400 ,网格点数 64×

81。初场解析设定 ,同时迭加该计算条件下对应的二维线性最不稳定粘性扰动波[5 ]。时间方

向以显式 3阶 Runge2Kutta算法推进。取 t = 21 ,且使等值线数值的分布一致 ,从图 9绘出的

5阶迎风紧致格式 UCD5同 6阶对称紧致格式 SCD6计算所得到的被动质量分数等值线的对

比可以看出 ,前者流场结构清晰而光滑 ,后者因受网格分辨率的限制而存在明显的非物理波

动 ,在剪切层交界处附近 ,这种差异更加明显。可见 ,高阶迎风紧致格式的高波数耗散特性可

以有效地抑制数值离散的混淆误差 ,从而显出良好的计算稳定性和准确性 ,适于复杂流动问题

的求解。

SCD6 UCD5
图 9　被动质量分数等值线对比

Fig. 9　passive scalar contours
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BEHAVIOR ANALYSIS OF UPWIND COMPACT DIFFERENCE

SCHEMES FOR THE FULLY2DISCRETIZED

CONVECTION EQUATION

Wang Qiang　Fu Dexun　Ma Yanwen

( L N M , Institute of Mechanics , Academia S inica , Beijing　100080)

ABSTRACT　Based on the Fourier analysis method , a fully2discretized dispersion relation is derived for a family of

high2accuracy upwind compact difference schemes by considering one2dimensional linear convetion equation tempo2
rally discretized by the explicit multi2step Runge2Kutta algorithm. The effects of CFL numbers on the characteristics

of these schemes , including dissipation and dispersion errors , phase velocity and group velocity , are analyzed. The

two2dimensional anisotropy problem is discussed. Moreover , an eigenvalue analysis is performed. Two numerical ex2
amples are used to show the high accuracy and resolution of these schemes.

KEY WORDS　upwind compact difference scheme ; Fourier analysis ; dispersion relation ; group velocity.
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