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,

北京

吉林大学数学系力学教研室
,

长春

摘要 提出了用于 方程的格子 模型 应用
一

展开和多重

尺度技术
,

通过选择平衡态分布函数的高阶矩
,

得到了几种精度的 方程
,

模型中的参

数通过分析耗散性质和色散性质给出

关键词 格子 方法
,

方程
,

多重尺度
,

时间尺度 上的守恒律

引 言

研究模型方程具有广泛而深刻的物理背景和现实意义 不仅在流体力学领域
,

而且在众多

物理学科中人们 已对它产生了很大的兴趣
,

用它去解释和揭示出新的物理现象与本质 本文应

用格子 方法构造 方程的模型
,

从细观的角度建立和理解 方程
,

并给

出一个新的数值模拟方法 格子 方法 是近几年发展起来的一种模拟复杂系

统的新方法 位一 这种方法的基本思想是利用离散的 型 的模型方程式
,

通常

是将时间
、

空间与粒子速度全部离散
,

得到格子 方程
,

通过选择平衡态分布函数
,

利用多重尺度技术和
一

展开
,

可以得到相应的宏观方程

一些研究表明
,

对于某些特殊的模型方程
,

用格子 方法可以实现模型的构造

如文 四 是通过变换给出了 方程的算法 对于简单的模型方程
,

通过增加平衡态分布

函数的限定条件
,

适当选择平衡态的形式可以实现 阵一 , 然而
,

对于如 方程
,

入 方

程这样的模型方程
,

可以构造出高阶精度的格子 算法 保留分布函数的高阶修正

项
,

适当选择平衡态分布函数的高阶矩的形式
,

可以将截断误差提高到更高阶

本文将分布函数进行
一

展开到 阶
,

通过确定时间 。上的守恒律
,

给出了

平衡态的形式 得到了截断误差为 护 是 数 的 方程

格子 模型

宏观物理量的定义

考虑一维模型
,

将速度离散成 个方向
,

每一个节点与相邻近的 个节点相连
,

沿每一格线运

动的粒子分布函数为
,

约
,

其中
, ,

⋯
, 。 表示静止粒子

, 。 , , 一 , , 一

一 一 收到第一稿
, 一 一 收到修改稿
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为速度 如果 二 ,

则表示只与周围两个格点相连
,

此时为
一

模型 当 表示与周围

个格点相连
,

为
一 七模型 物理量 试

,

粒子数 定义为

。 ,‘ 艺几
,
‘

考虑守恒性质有

艺尤
“ ,‘ “ ,‘

格子 方程为

、 ·。 ,
, 一 、

, 。

一手。、
,

, 一 。 ,‘

其中 尤“
,

表示局部平衡态分布函数
, 二 为弛豫时间

不同时间尺度上的格子 方程

我们给一个小参数
,

作为时间步长和 数 ‘ 则 式可以写成

一
‘ · , 一 、 劣

,‘

一于、
一 。

将 式左边作 奶
厂

展开得

二 。 , 一 ,

一

爹琪票
一

了乙 石
二二

。 飞子 ,条
工

,

展到
,

式右边为

口 ‘ 口
“ 瓦

“ 。

瓦 」 百 瓦 茶〔少 二不二工
十

‘ 口 口 ‘ 口 口

荆而
“。

副 刻瓦
“。

刻
“

应用
一

展开 图

几 一 艺
”

冷 , , , ,

珍 , 才 , ‘

珍 ,
,

⋯

这里记 尤“ 为 启 给出 个时间尺度

, 亡 ‘ , 艺 ￡ 艺, 艺 ￡

有
口 口 口

。

口
。

口
下万 下二一 乙下 己一 下二一 ‘“ 二二一 口 日

,

不 石 艺 右 亡

分别由
,

护
,

护 和 产 的系数相等
,

得到系列方程

群一黔一手瓜
”
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一 ‘
一

黔 刹
’

一抽
· 一

城命 勤群 份一 豪
。

勤 一知
。 、 口 口

, 。、 、

口
, 、

户一 了 创丽戈瓦
“。

丽少了岁 又
‘ 一 “叼而又瓦

“ 。

丽夕
’

丝礼型。型溉

, 。 。 、 口
‘ , 、 口扮 价

‘ , 、

一 丁“ 二 丁“ 一 丁二丁 二 】 下 , 。 下 了丫夕 一长于一 一份一卜 一 一 犷万
皿

亡 一 士 丁一

详细过程见文 上面的方程 称为时间尺度 。 , 艺 , , 艺 上的格子 方程

对二维和三维问题都成立 上述方程中系数对建立其它数理方程的高精度格子 模型

是重要的

方程

记 。“ 艺 , 。 由 ‘ ‘
,

再求和得

口

口

口 二 一 琴豪 刹 个一
· ‘一 · ,万晶悬

一
晶

, ‘一

去二
口启

少令而厂

劫琴豪 勤

沙
一
一勃琴晶豪

、

、产
、尹︼勺

曰,产‘、了叮‘
、

一

六昌尸
一

争劫万佘 刹
‘

州一

。 一艺 一

告沪

“ 一艺 , 一

丢

、、召产,一一九
︸‘一多十

口二卜︸
月训」

目击哭

则有

、户、、卫才
八七阿了占

了奋胜、产、琴豪 刹
万悬⋯悬

’ 目 。

久竺‘竺
一 月 ,

,目产 几

其中 入 为待定系数 式实际为 。 和 “ 的守恒方程
,

我们称其为时间尺度 。 上的守恒

律 文 防
,

」中曾出现类似的守恒方程
,

但是那里不是时间尺度 。上的
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式写成

八
。、

二 , 二 , 二 “ 一 二 二

亡 口劣 劣‘
十 。艺 悬⋯悬

,·

·

万悬一悬
‘

。 ·

一差
一
万晶晶⋯最

’

一 ‘ ,

。 , 。

其中 夕 二 入以丁 一
, 拼 扩 尸 一 丁

, 刀 创 一 尸 万尸 一 不了 石
、 ‘

“
任

式实际上是 阶精度的 方程

口 口
。 、 口

丽 丽戈百
“‘

少
“

丽 引

对于
一

模型
,

即 无
,

由方程
,

和 可直接给出平衡态分布函数 文 也

给出了类似的结果

、、产、、奋,勺自︸
了了,、了加一沪一一

一忍
叮一
,

兄
一
一通任

一召知一

加一夕
一

一召
矿一

一召一
,

留一
、

冗卜一八幻

尸

才 ,

沼 ,

对于
一

模型
,

艺 ,
,

艺 , 。

得到平衡态分布函数为

,

可以由平衡态分布函数的前 阶矩得到平衡态分布函数 如记
,

艺 , 墓一 ,方
,

艺 , 己一
,

及 艺 , 急一 ‘
,

则可

匀叼白,曰
厂口、矛了、
龟

、、,口了、、口︸勺六匕‘乙
矛、了‘、

洲 叮竺生二鱼土竺生二鱼、
又 一

锣 , 一

战鱼
二

午华竺
理
一

鲁任鲁曝毛鲁
护 一抓鲁杀

一

策鲁
招 , 。 一 月 , 招 , 形 , 尺 ,

几个不同精度的模型

对于
一 七模型

,

阶矩和 阶矩是不独立的 由
, ,

式得

艺 ,嵘
一

告一
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艺 ,· 一

去 一

方程 成为

繁悬
一 一杂

。

纂去一 一
一 、

二 一 。

纂 一 一
一 一

截断误差为

对于
一 七模型

,

阶到 阶矩是独立的 如果选择

、刃‘、、尹石八」‘
才才吸、艺珍 ,· 一 入。

差

艺 ,嵘 百“
“ 入“ ‘ “‘石‘ 。”

其中 若
,

若 为待定参数 此时误差为

瓦 如拼不一万 扩

当 入 时得到 方程

当 入二
,

并且 着 苟 时
,

得到激波的模型方程 此时误差为

几

当 若
,

则得到
一

方程 此时误差为

对不同的 若
,

条 则得到不同精度的 方程

数值模拟

如下 个例子均选 自于文献 【

算例 非线性方程

口 口 口

丽 “丽 而丽
,

三‘ 三

。 , 二 ,
。 , 亡

, 亡 ,

。 , ,

这个问题有解析解

。。 ,

竺 二

」才 日 , 月 、 , “ “ ‘

升甲
,

”
,

一不 , 一

尸代
“ 一 ‘

,

刀 。

黑、
, 二 ,

了
。 「 一 子 , ‘

‘ 子

“
匕

【一万表一 」
‘牡戈丽 、 二 ,

、

刀 工叭丽少 其中 为第一类 “ 阶修正 函数 运算取 。 ,

△
,
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△
,

当
, , ,

分别对应
, ,

, 艺 图 给出了 个时刻的解析解与两种模型数值结果的比较 可以看到
一 七模

型的结果比
一

模型的结果好

算例 取初条件
一乙

一一

上、

“ , 。 不又 七 百
,

边条件

“ ‘ , ‘ , 一 不丁王万 ‘ 互不百下万
。 , 亡 不 , 二一 言 , 丁二

一 石 ‘ 任气几 十 ‘ 」

有解析解

又
, 忿 下二二一二 蕊 不厂 ,

一 乙 ‘ 又 一 不

其中 △二
,

△
,

下面表 给出算例 的理论解与数值模拟结果的比较
,

从中可以得到误差的大小 其中 。

的量级为 一 ”,

表示理论解
,

表示数值解 图 中小图为放大后的 个时刻的解析解与数

值解的比较

表 算例 的理论结果与数值模拟结果的比较

亡 忿

些里
一

一一

算例 考虑
一

方程

口 口
石丁 不二 拼石一万
‘ 苏 。

二 夕石王百
, 拼 , 少 , 一 , , 亡

并且
,

在无穷远处一切导数消失 初值为

。 ,

。 ,

,

,

加一初始小扰动

万
‘“

百

二 任 一 ,

当 石 时
,

方程 为
一

方程 取 苟 一 ,

给定 拼
, 。 , 。 ,

可以由下式给出

弛豫时间 仁

厅一石
,

了 二 十 、 二 二,

份三‘
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其其其
·

万丽厄

” 刀。 。。 片专贫谈

‘

二 ⋯ ⋯〕暨口
劣

图 算例 的数值结果与精确结果的比较 其中
,

实

线为精确解
,

小圆为
一 七模型的结果

,

小三角形为
一

模型的结果
一

模型
,

刀 , 入

一

模型
,

刀 , 入 石
,

石

, ,

一 , 一

· 一 , ,
入

一 , , 入 ,

石
,

芍

图 算例 的数值结果与精确结果的比较 其中
,

实

线为精确解
,

模型为
一

图中的小图为放大

之后的结果
,

每时刻有各 自的解析解 实线
,

久

, ,

一 忍

, 入

再由 。 二 入 二 一 给出 入

应用
一
七模型

,

选取 △
, 二

当 。 二
, 拼 时

,

呈耗散优势
,

很快发展到稳定光滑的激波 如图

当 。 二
,
拼

,

呈色散优势
,

越来越强
,

以致没有激波的形状
,

如图

数值模拟分两种情况

初始时的扰动方波在 以后被抹平
,

之后激波

即使不加干扰
,

波头也会出现强烈的振荡
,

并且振荡

也也
卜卜卜 , 一

毒毒毒短襄襄襄

、、、
‘‘‘

目 艺二

云

只

八

滩曰

图

拼

况

算例 的情况
,

耗散占优势 , 二 ,

初始加小方波扰动 图中给出不同时刻的情

其中
,

实线为数值解 格点数为
, ,

图 算例 的情况
,

色散呈优势 。 ,

拌 格点数为 图中结果没加扰动
·

,

,
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结论

我们应用分布函数的
一

展开和多重尺度技术
,

保留分布函数 启
,

得到了

精度较高的 盯 方程和
一

方程
,

较好地再现了几个经典结果 应当指出的是将

格子 方法应用到求解数学物理方程还是一种尝试
,

通过对此类模型方程的研究
,

目的在于求解复杂的数学物理方程 然而构造复杂系统中的如气体动力学的 方程
,

乃至
一

方程高阶精度的模型较为复杂 宏观物理量的增加
,

得到平衡态分布函数的高阶

矩 比较困难
,

同时相应的空间格子的复杂性将增加 这将有待于解决
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