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摘 要：对于质心固定的，充满粘性均匀液体的旋转对称陀螺在失重条件下绕对称长轴旋转态的小扰动不稳

定及其极限行为进行了研究，所给出的定理 ) 比以往的不稳定定理［"］为强，且反映的信息量多很多。关于初始大

扰动后的渐近行为，对文［=］已给出但未严格证明的两条定理给出了严格证明，它由定理 9 和定理 ! 所描述。
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! 引言

充液陀螺的运动稳定性研究既有理论意义，又

有实际意义，因而有关的研究工作很多［9 @ 8］。近年

来在非线性现象的研究方面十分活跃［;］。对于这种

具有非孤立的平衡转动态的系统，即使是局部渐近

稳定性和局部不稳定性都是不能用鲁米扬采夫的定

理［9］来加以判断的，而本文定理 ) 却能判定其主轴

的取向不稳定性，并给出它在有限扰动下的渐近行

为。此外，对于在初始大扰动之后的行为研究，文

［=］给出了比著名的茹科夫斯基定理更强的两条定

理，但未给出证明，本文则巧妙地给予了严格证明。

本文的研究除去理论意义外，对目前最活跃的微重

力科学、宇航控制也有实用价值。

" 坐标系和预备定理

为了定义距离的需要，本文所有量都采用最简

单的无量纲量，即直接扣除单位。设主转动惯量为

!，!，"，并充满了粘性液体（密度为!9，动力粘性系

数为"）的腔体，在失重条件下绕重心 # 转动。并

设外壳与液体的总质量为 $。

现引进二个直角右旋标架：9）固定标架｛(，%"(
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分别为沿壳液总体的三

个主方向，系统关于 %))
"

的转动惯量为 "，空间点的坐

标为（ &)，’)，()）。基矢之间满足关系 %)*
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+ #
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（ * + 9，!，)）。标架 ! 相对于标架 9 的角速度$
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为
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。液体关于标架 9 和 ! 的速度分布分

别为 -"和 -#
"，并记!-" +$ -"!A%和!-"

#
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#A%，其中积分遍及全部液体。

根据系统的运动方程可证明动能的耗散关系［:］
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%为液体所占有的区域。根据平衡转动轨道的充要

条件&%(，文献［"］已在附录中对这种系统给出平

衡转动轨道的解集。由此得：

引理 9 充液腔体绕重心转动的平衡转动轨道

集合由绕任一主轴以常角速度$2
" 作整体刚性转动

的轨道!2 构成。

利用文献［"］引理 9，结合本文引理 9 立即得到

如下引理 !（即茹可夫斯基定理［9］）：

引理 ! 对于定点与质心重合的充满粘性液体

旋转对称的腔，不管它从什么初态 3( 出发，其极限

轨道!23(是绕它一个主轴 4 以常角速度$23
"

(作整体

刚性转动，4 的取向与初始角动量 5"（ 3(）方向一致，

并且极限角速度为

$23
"

( +
5"（3(）/ " 当关于 4 的转动惯量为 "

5"（3(）/ ! 当关于 4 的转动惯量为
{
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这里的“极限”是关于 !!! !、!!!" !、!!!# !、!!!$ !和
!!"!的，此处，!!!" !是指腔体实际的!" 与 !"#%的

!"#%"
之差的绝对值，余类推，但 !!"! 是#的表示式

中的 !!"!。
我们引进由初扰态 #% 决定的新匀速转动辅助

标架 $，即（$，%&"
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）（见图 "），此系相对于固定

标架 " 以匀角速度$
!
（#%）& ’!（ #%）( ) 旋转，，%&$
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（#%），) 是根据情况任意选取的常数。
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! ! " " # $ 的情况

定理 "［+］ 对定点与质心重合的充满粘性液体

旋转对称且具有性质 * , + - % 的陀螺，在标架 " 中

观察，如果初始扰动态 #% 的 %,$
!

与 ’!（#%）的夹角"（%）

&"（#%）.% ( #，并且初始动能 !（#%）满足关系
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则
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这里，"（ .）是 %,$
!

与 ’!（#%）之间的夹角（见图 "）。

证明 设系统关于标架 " 的动能为 !，角动量

为 ’!，系统关于 %&$
!

的瞬时转动惯量为 0，关于标架 $
的动能为 !1，则我们有［"］
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根据引理 #，对于极限态!"#%，腔的某一主轴必定与

’!（#%）一致，因此，"的极限值必定只能取 %，% ( #，%。

因为"（#%）.% ( #，所以如果"!%，则必然在某一时

刻 ." 经过"（ ."）&% ( #。此时 0（ ."）& +。当 . & ."
时，将 0（ ."）& + 和$

!
（ #%）& ’!（ #%）( ) 代入（2）式，

并取 ) & +，得 !（ ."）#’!#（#%）(（#+）。由（"）式得 !

（#%）#!（ ."），故 !（ #%）# ’!#（ #%）( #+。这与假设条

件（#）矛盾，故在条件（#）下，我们得出，"不可能经

过% ( #，也不趋于% ( #，故"只可能趋于 %。容易看

出，对于 * , + - %，条件（#）是可能实现的。

% ! " " & $ 的情况

定理 #［+］ 对定点与质心重合的充满粘性液体

旋转对称且具有性质 * , + . % 的陀螺，在标架 " 中

观察，如果初始扰动态 #% 有

!（#%）- ’!#（#%）( #* （3）

或虽然 !（ #%）& ’!#（ #%）( #*，但初始时腔中并不处

处成立 4! &!
! 4 5!，则
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其中，"为 ’!（#%）与 %,$
!

的夹角（见图 #）。
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证明 根据引理 #，极限态!"#%中，必有某一主

轴与 ’!（ #%）重合，因此在 !"#%中，必有" & %，%，或

% ( #。如果"（1）& % 或%，则 0（1）& *，在（2）式中

取 ) & * 得 !（1）# ’!#（ #%）(（#*）。又由（"）式，!

（1）$!（#%），将（3）式代入此式得 !（1）. ’!#（#%）(

#*。于是导致矛盾，所以只可能有 /(0
.!1
"&%# 。如果

初始扰动态中，有 !（ #%）& ’!#（ #%）( #*，但 4!%!
! 4

5!，则初始时刻应有 6! & 6 . & ,& . %。于是存在一

有限时间!.，使当 ., &!. 时有 !（ .,）. !（ #%）。于

是 !（ .,）. ’!#（#%）( #*。选 .,为时间的起点，定理仍

成立。定理证毕。

定理 $ 对定点与质心重合的充满粘性液体旋

转对称且具有性质 * , + . % 的陀螺，", 必不稳定，

并且对满足
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的初始扰动态集合｛#%｝，有
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!｝，并且!
!
（ #%），",（ #%），4! 5（ 5!，#%）分别是初始扰动

态的角速度，%,$
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与!
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" 的夹角及液体相对于壳体的速
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度分布（见图 !），还有!!（""，"）#!!（""）。

图 !
$%&’!

证明 显然在未扰轨道!# 以"
!为尺度的任意

小邻域内总可选择初扰态为整体刚性转动态 ""，

!!（""）!"，且角动量 $"（""）与!# 的角动量 %#
"

# 同

方向，$"（ ""）# &%#
"

#。由于!!（ ""）!"，故 ’!!
"

与#
"

（""）不重合，又由于 % 是最小转动惯量，所以

(（""）) % （(）

这里 (（""）是系统绕#
"
（ ""）的转动惯量，于是初始

扰动态的动能为

*（""）+ (（""）#)（""）, )
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将 $")（""）* ()（ ""）#)（ ""）及（(）式代入上式得（+）

式。所以在"
! 为尺度的任意小邻域内都存在满足

（+）式的状态，故令"
!"" 是有意义的。对任意小扰

动初态 "" 显然存在下式
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其中，$为 $"（ ""）与#
"

# 之间的夹角。下面限定 ""
满足条件（+），此时由定理 ) 得 -%.
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