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摘要　采用复变函数的方法 ,给出带有两个等长度共线穿透裂纹的无限大载流薄板在瞬间电流作用下 ,裂纹尖端附

近产生的温度场的表达式 ,得到温度在裂纹尖端的奇异特征。在通入垂直于裂纹的均匀电流作用下 ,由于裂纹的存在 ,

裂纹尖端出现绕流现象 ,产生焦耳热 ,瞬时高温形成点热源。通过点热源在金属薄板内形成的温度场 ,可以导出裂纹尖

端产生的热应力强度因子表达式。将其与外载荷产生的应力强度因子叠加 ,可建立通电状态下的断裂判据。算例分析

表明 ,点热源在裂纹尖端附近产生的热应力强度因子为负值 ,可以部分抵消无穷远处施加的拉应力产生的应力强度因子

的作用 ,进而达到止裂的目的。文中建立带有两个等长度共线穿透裂纹载流薄板的热应力强度因子的概念。其研究结

果对工程结构实施电磁热效应裂纹止裂具有理论意义和实用价值。
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Abstract　By means of complex function , the temperature field near the crack tip in a current2carrying infinite plate with two same

penetrated collinear cracks under the action of transient pulse current was provided. Singularity character of the temperature around crack

tip was obtained. When sending an even electric current down the plate vertical to the crack line , the electric current was detoured near

the crack tips for the existing of cracks and Joule heats was produced. The instantaneous high temperature formed the point heat source.

The expressions of thermal stress intensity factors near the crack tips were calculated through the temperature field in the plate formed by

point heat source. The fracture judge rule under the station of electric current2carrying was built through adding the thermal stress inten2

sity factors to the stress factors caused by tension. The example showed that the value of thermal stress intensity factors near the crack

tips caused by point heat source was minus and this could counteract parts of stress intensity factors intension caused by tension loaded in

distance and the crack extension could be arrested.

The concept of thermal stress intensity factors in a current2carrying plate with two same penetrated collinear cracks was built in this

article. The results of study in this work have theoretical meaning and practical value to the application of the electromagnetic thermal ef2
fects on crack prevention used in the structure of engineering projects.
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1　引言

在断裂力学领域的一些研究中 ,利用电磁热效应

来遏制裂纹的扩展已引起人们的关注。目前的工作成

果主要表现在从Maxwell电磁场方程出发 ,利用积分变

换等数学工具 ,研究导电体含裂纹薄板在通入瞬间电

流时的电流和温度分布[1 ]。它是通入带有裂纹金属薄

板一定方向瞬间电流时 ,利用电流在裂纹尖端产生绕

流而形成的电流密度高度集中 ,所产生的焦耳热来达

到钝化裂尖、遏制裂纹开裂目的的。

本文给出带有两个等长共线穿透裂纹的无限大载

流薄板温度场的复变函数解。在通入垂直于裂纹的均

匀电流作用下 ,由于裂纹的存在 ,裂纹尖端出现瞬时高

温形成点热源。点热源在金属薄板内形成的温度场可

以被确定出来 ,从而可以通过计算得出点热源在裂纹

尖端产生的热应力强度因子。通过与外载荷产生的外

载荷应力强度因子叠加 ,可建立通电状态下的断裂判

据。算例分析表明 ,热应力强度因子可以降低无穷远

处施加的拉应力产生的应力强度因子的作用 ,进而达

到止裂的目的。

2　载流薄板内的电流强度 I与电流密度 J

　　在带有共线裂纹的金属薄板上垂直于裂纹通入
强度为 J 0 的电流时 ,根据文献[2 ] ,薄板域内的电流强

度 I与电流密度J有关系 - J x =
5 I
5 x

, - J y =
5 I
5 y

,其中 ,

J x、J y 分别为 x、y方向的电流密度。在复平面 z = x +

i y内 ,定义一解析函数Φ( z) ,满足关系

- J x + i J y = Φ( z) =
5 I
5 x

- i
5 I
5 y

(1)

从而可以得到电流密度的模为

J = J
2
x + J

2
y = Φ( z) (2)

图 1　带有两个共线裂纹的载流薄板

Fig. 1　Thin current2carrying plate with two collinear cracks

3　带有两条共线裂纹的导电板内的电流强度

设域 S 是 x、y 的平面域 ,裂纹沿直线分布在 x 轴

上 ,如图1所示。裂纹 L1、L2长度为2 l ,关于 y轴对称分

布 ,并且假设这里研究的裂纹是绝缘、绝热的 ,L j =

aj , bj ; aj、bj ( j = 1 ,2) 为裂纹的裂尖 ,并且 a1 = a ,

b1 = b , a2 = - a , b2 = - b ,在无穷远处通入平行于 y

轴的密度为J 0的瞬时电流。此时 ,L上的边界条件可以

写成[3 ]

[Φ( s) - Φ( s) ]
+

+ [Φ( s) - Φ( s) ]
-

= 2 f ( s)

[Φ( s) +Φ( s) ]
+

- [Φ( s) +Φ( s) ]
-

= 2 g ( s)

在 L 上 　(3)

其中Φ( s) 是Φ( s) 的共轭复数 ,上标 ±分别表示裂纹

的上下边界 ,上式中 f ( s) 和 g ( s) 满足迪里赫里条

件[4 ]
,且

f ( s) =
1
i

5 I
5 y

+

+
5 I
5 y

-

g ( s) =
1
i

5 I
5 y

+

-
5 I
5 y

-

　( s ∈ l)

因此Φ( ∞) + Φ( ∞) = 2
5 I
5 x

∞

。则边界问题的普遍

解 (3) 由下面的形式给出[5 ]

Φ( z) + Φ( z) =
1
iπ∫L

g ( s) d s

s - z
+ 2

5 I
5 x

∞

(4)

利用非同类迪里赫里问题的解 ,方程式 (3) 有

Φ( z) - Φ( z) =
1

iπχ( z)∫L
χ+ ( s) f ( s) d s

s - z
+

2 P2 ( z)
χ( z)

(5)

其中χ( z) = ∏
2

j = 1

( z - aj )
1Π2 ( z - bj )

1Π2
= [ ( z

2
- a

2 ) ×

( z
2

- b
2 ) ]

1Π2
, P2 ( z) = c0 z

2
+ c1 z + c1 ,当 z →∞时 ,

χ( z)Πz
2 → 1 , 并且 χ+ ( s) = χ( s) 和χ- ( s) =

- χ( s) ,将方程 (4) 和 (5) 相加 (减) ,得出

Φ( z) = Φ0 ( z) +
Pn ( z)
χ( z) +

5 I
5 x

∞

(6)

Φ( z) = Φ0 ( z) -
Pn ( z)
χ( z) +

5 I
5 x

∞

(7)

其中

Φ0 ( z) =
1

i2πχ( z)∫L
χ+ ( x) f ( s) d s

s - z
+

1
i2π∫L

g ( s) d s

s - z

(8)

Φ0 ( z) =
- 1

i2πχ( z)∫L
χ+ ( s) f ( s) d s

s - z
+

1
i2π∫L

g ( s) d s

s - z

(9)

为了保证方程 (6) 和 (8) 同方程 (7) 和 (9) 是相应

的共轭复数 ,必须有χ( z) =χ( z) ,χ+ ( s) =χ- ( s) =

χ- ( s) = - χ+ ( s) (在 L上) 。此外 ,多项式 P2 ( z) 的系

数 c0、c1、c2 应该是纯虚数 ,也就是 �c0 = - c0、�c1 =

- c1、�c2 = - c2 ,由条件Φ( ∞) - Φ( ∞) = - 2i
5 I
5 y

∞
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可以确定系数 c0

c0 =
1
i

5 I
5 y

∞

= i ( ý I)
∞

sinγ = i J0

为了确定多项式 P2 ( z) 的其余系数 c1、c2 ,可以采

用同一电流强度条件 ,即环绕 L j 的边界Λj 有

Re∮Λj

Φ( z) d z = 0　　( j = 1 ,2) (10)

由裂纹绝热的边界条件可知 f ( s) = g ( s) =

Φ0 ( s) = 0 ,由于 J0 平行于 y 轴 ,所以 5 I
5 x

∞

= 0 ,式

(6) 可以写为Φ( z) =
P2 ( z)
χ( z) ,将其代入式 (10) ,结合条

件χ( z) = χ( z) , χ+ ( s) = χ- ( s) = χ- ( s) =

- χ+ ( s) ,可得到

Re∫
- a

- b

P2 ( s) d s
χ( s) = 0 , Re∫

b

a

P2 ( s) d s
χ( s) = 0

经过求解上面的积分求得 c1 = 0　c2 = - c0 ×

E ( k)
K( k) b

2
, k

2
= 1 -

a
b

2

,其中 K( k) 、E ( k) 为相应于

第一类和第二类完全椭圆积分[6 ]。有

Φ( z) = -
J 0 z

2
- b

2 E ( k)
K( k)

i [ ( z
2 - a

2 ) ( z
2 - b

2 ) ]1Π2 (11)

由式 (3) 及式 (11) 可以得到

J = J
2
x + J

2
y = Φ( z) = J0 x

2
- y

2
-
　
　

b
2 E ( k)

K( k)

2

+ 4 x
2

y
2

1Π2

( x
2

- y
2

- a
2 ) 2

+

4 x
2

y
2 1Π4 [ ( x

2 - y
2 - b

2 ) 2 + 4 x
2

y
2 ]1Π4 (12)

很明显从上式可以看出 ,在裂纹尖端电流密度是

奇异的 ,在无穷远处为有限值。

4　裂尖产生的热源功率的计算

在求出裂纹尖端附近的电流密度 J x、J y 后 ,可以

确定裂尖附近的热源功率为[1 ]

Q =∫
+ h

- h

1
σ( J

2
x + J

2
y ) d h =

2 h
σ J

2

式中 2 h为板厚 ,σ为电导率。因此由裂尖产生的热源

功率为

Q =
2 h
σJ

2
0 x

2 - y
2 - b

2 E ( k)
K( k)

2

+ 4 x
2

y
2

[ ( x
2

- y
2

- a
2 ) 2

+ 4 x
2

y
2

]
1Π2

[ ( x
2

- y
2

-

b
2 ) 2

+ 4 x
2

y
2

]
1Π2 (13)

5　求解裂尖处的温度场

当电流流经带有共线裂纹的金属薄板时 ,其对板

内的温度分布影响 ,相当于在裂尖处放置了一定功率

的点热源。对于本文研究的问题 ,相当于有 4个分布在

裂尖处的点热源产生的温度场 ,板内的温度场由两部

分组成

T ( x , y) = T0 ( x , y) + T 3 ( x , y) (14)

式中 T0 ( x , y) 是无裂纹时具有等效热源所产生的温

度场 , T 3 ( x , y) 为存在裂纹时对温度场的扰动。

如图 1 所示 ,板内有两个共线裂纹 ,假设裂纹绝

缘、绝热。并且认为板内的温度场只是由四个裂尖点热

源作用产生的。

5. 1　T0 ( x , y) 的解

由文献[7 ]可以得到 ,在 z0 =α+ iβ放置点热源 ,

产生的温度场为

T0 ( x , y) = 2 ReF0 ( z0 , z) 　F0 ( z0 , z) = m0 ln ( z0 - z)

其中 m0 = -
Q

4πλ
。在两个共线裂纹问题中 ,有四个点

热源 ,由迭加原理可得[8 ]

　

F0 ( z0 , z) = -
1

4πλ
Q1 ln ( - b - z) + Q2 ln ( - a -

z) + Q3 ln ( a - z) + Q4 ln ( b - z)

T0 ( x , y) = -
1

4πλ
Q1 ln[ ( x + b) 2 + y

2 ] +

Q2 ln[ ( x + a) 2 + y
2 ] + Q3 ln[ ( x -

a) 2
+ y

2
] + Q4 ln[ ( x - b) 2

+ y
2

]

(15)

其中λ为材料的热传导系数 , Qi ( i = 1 ,2 ,3 ,4) 为第 i

个裂纹尖端处的热源功率。

5. 2　T 3 ( x , y) 的解

由绝热裂纹的边界条件λ 5 T
5 n

= 0 ,利用式 (14)

得

λ[5 T 3 Π5 n ] = - λ[5 T0Π5 n ] (16)

T 3 ( x ,y) 可以写成下面的形式[7 ] , T 3 ( x , y) =

2 ReF 3 ( z) ,其中 F 3 ( z) =
c
2

+
1

2πi∫L
φ( s)

s - z
d s ( s ∈ l) ,

c为实常数 , n为裂纹边界法线方向 ,φ( s) 为定义在边

界上的实函数。在边界处有[7 ] 5 T 3

5 n

±

= ±i e
ia

0φ( s0 ) -

e
i a

0

π∫lφ( s) K( s , s0 ) d s ,角标 ±分别表示上下边界的对应

值 , K( s , s0 ) =
1
2

χ′( s)

�s - �s0

-
1

s - s0
,χ′( s) =

d�s
d s

=

- e
- 2i a

0 , a0为边界±s0点法线与 ox轴的夹角 ,根据这里

研究的条件 a0 =
π
2

,由此有
5 T 3

5 n

±

= ºφ( s0 ) ,由式

(15) 可得

5 T0

5 n0

±

=
5 T0

5 y
= -

1
2πλ

yQ1

( x + b) 2
+ y

2 +
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yQ2

( x + a) 2
+ y

2 +
yQ3

( x - a) 2
+ y

2 +
yQ4

( x - b) 2
+ y

2

由式 (16) 有λ[5 T 3 Π5 n0 ]
±

= - λ[5 T0Π5 n0 ]
±

,在

研究的问题中 ,裂纹在 x轴上 ,对于上式中的裂纹上下

边缘的纵向坐标 y可以由裂纹张开宽度 d代替 ,则有

φ( s0 ) = ± d
2πλ

Q1

( x + b) 2
+ d

2 +
Q2

( x + a) 2
+ d

2 +

Q3

( x - a) 2
+ d

2 +
Q4

( x - b) 2
+ d

2

可得

F
±
3 ( z) =

c
2
± d

4π2
iλ∫l

Q1

( x + b) 2
+ d

2 + 　　　

Q2

( x + a) 2
+ d

2 +
Q3

( x - a) 2
+ d

2 +

Q4

( x - b) 2
+ d

2
d x

x - z

其中 , c为无热源及裂纹时的初始温度的 2倍。若板的

初始温度为 0℃,裂纹张开宽度趋近于零。则有 c = 0。

此时 T 3 = 0 ,表明由于共线裂纹的存在 ,在裂尖产生

了点热源 ,温度的扰动值为零 ,有 T = T0 ( x , y)

T ( x , y) = -
1

4πλ
Q1 ln[ ( x + b) 2

+ y
2

] +

Q2 ln[ ( x + a) 2 + y
2 ] + Q3 ln[ ( x - a) 2 +

y
2

] + Q4 ln[ ( x - b) 2
+ y

2
] (17)

其中 Qi ( i = 1 ,2 ,3 ,4) 的意义同式 (15) 中的相同。

6　裂尖处的应力强度因子

带有裂纹的载流薄板在外载荷作用下的应力强度

因子 KⅠ可分成两部分 ,一部分写作 K
T
Ⅰ ,是由裂纹尖

端点热源产生的 ,称为热应力强度因子 ;另一部分写作

K
σ
Ⅰ ,是由机械载荷σ1 产生的 ,称为载荷应力强度因

子。因此

KⅠ = K
T
Ⅰ + K

σ
Ⅰ (18)

6. 1　热应力强度因子 K
T
Ⅰ

图 2　带有点热源和裂纹的金属薄板

Fig. 2　Thin plate with a point heat source and crack

　

　带有裂纹的无限大平面薄板在通入垂直于裂

纹的瞬间电流作用下 ,裂纹尖端会出现电流绕流现象 ,

裂尖处的电流密度高度集中 ,相当于放置了点热源 ,点

图 3　带有两个共线裂纹的载流薄板

Fig. 3　Thin current2carrying plate with two collinear cracks

　

图 4　单向拉伸作用下的带有两个共线裂纹的金属薄板

Fig. 4　Thin plate with two collinear cracks under one2way tension

　
热源会产生热应力 ,设点热源 M坐标 (α,β) ,如图 2所

示 ,由文献 [9 ] 可以计算出由点热源产生的热应力强

度因子 K
T
Ⅰ

K
T
A M = -

qEαtβ
2
πR

l
·
βcos

1
2
θ1 - ( l +α) sin

1
2
θ1

(1 - α) 2 +β2 -

qEαt

4
πl -

qEαt

4
πllog α2 +β2 + R1 +

2 R
1Π2
1 βcos

1
2
θ2 - αsin

1
2
θ2 +

qEαt

2
π

l
×

( llog 2 - α) +
qEαt

2
π
2

R
1Π2
1 sin

1
2
θ2

K
T
B M =

qEαtβ
2
πR

l
·
βcos

1
2
θ1 + ( l - α) sin

1
2
θ1

( l - α) 2
+β2 -

qEαt

4
πl -

qEαt

4
πllog α2

+β2
+
　
　

R1 + 2 R
1Π2
1 βcos

1
2
θ2 - αsin

1
2
θ2 +

qEαt

2
π

l
(α+ llog 2) +

qEαt

2
π
2

R
1Π2
1 sin

1
2
θ2

(19)

其中 q = -
Q

2πλ, (α,β) 为点热源 M的坐标 , l 为半裂

纹长度 ,αt 是线膨胀系数 ,λ是导热系数 , Q 为热源功
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率 ,并且

R = R1 = [ (α2
- β2

- l
2) 2

+ 4α2β2) ]
1Π2

,θ1 =θ11 +θ12

θ11 =

sin
- 1 (βΠr1 )

π - sin- 1 (βΠr1 )

-π - sin
- 1 (βΠr1 )

　　

α+ l ≥0

α+ l < 0 ,β≥0

α+ l < 0 ,β < 0

θ12 =

sin
- 1 (βΠr2 )

π - sin- 1 (βΠr2 )

-π - sin
- 1 (βΠr2 )

　　

α - l ≥0

α - l < 0 ,β≥0

α - l < 0 ,β < 0

r1 = (α+ l)
2

+β2 　　r2 = (α - l)
2

+β2

θ2 =π - θ1

为了利用上面的公式 ,采用图 3所示的坐标。

在所研究的带有两个共线裂纹问题中 ,四个裂尖

相当于四个点热源 ,由于各点的热源功率 Q计及了其

余三点对它的影响 ,所以在计算各点的热应力强度因

子时 ,只考虑当处点热源的影响。

点热源 A

(α,β) = ( - l ,0) , R1 = 0 ,θ1 =π,θ2 = 0

K
T
A = -

QA Eαt

8λ
l
π 1 - 2log

l
2

点热源 B

　　(α,β) = ( l ,0) , R1 = 0 ,θ1 = 0 ,θ2 = -π

K
T
B = -

QB Eαt

8λ
l
π 1 - 2log

l
2

(20)

其中 QA、QB 分别为 A、B 裂纹尖端处的热源功率。由

图 1 ,可知 K
T
A = K

T
D , K

T
B = K

T
C。

很明显 K
T
A、K

T
B、K

T
C、K

T
D 的值为负的 ,这表明由于

裂纹尖端电流的集中效应产生的热源温度效应在裂尖

处产生了压应力 ,正是利用了这一点 ,即可达到裂纹止

裂的目的。

6. 2　载荷应力强度因子 K
σ
Ⅰ

由文献[10 ]可以直接得到如图 4所示含有两条等

长共线裂纹导电薄板受单向拉伸时的载荷应力强度因

子的表达式

在 A 端为

K
σ
A = σ1 πb

1
k

1 -
E ( k)
K( k)

在 B 端为

K
σ
B = σ1 πa

b
2 E ( k)

K( k) - a
2

a b
2

- a
2

(21)

6. 3　应力强度因子 KⅠ

已知热应力强度因子和载荷应力强度因子后 ,可

以求得在 A 端和 B 端总的应力强度因子分别为

KⅠA = K
T
A + K

σ
A = -

QA Eαt

8λ
l
π 1 - 2log

l
2

+

σ1 πb
1

k
1 -

E ( k)

K( k)

KⅠB = K
T
B + K

σ
B = -

QB Eαt

8λ

l

π
1 - 2log

l
2

+

σ1 πa

b
2 E ( k)

K( k)
- a

2

a b
2

- a
2

(22)

因为 K
T
A 和 K

T
B 的值为负值 ,有 KⅠA < K

σ
A , KⅠB <

K
σ
B ,这样根据断裂判据 KⅠ < KⅠC ( KⅠC为断裂应力强

度因子) ,由于加上了热应力强度因子 K
T
Ⅰ ( K

T
Ⅰ < 0) ,

使得 KⅠ小于只有外载荷作用下的 K
σ
Ⅰ ,相当于减少了

裂尖承力强度 ,从而达到电热裂纹止裂的目的。

7　算例及实验分析

如图 1 ,选用已加工为带有两个等长共线裂纹的

高速工具钢 ,熔点为 1 510℃,在垂直于裂纹方向通入

电流密度为 J0 = 2. 85 ×10
6
AΠm

2 的电流 ,施加单向拉

伸应力σ1 = 175 MPa ,材料的电导率σ = 0. 55 ×10
7

(Ω·m) - 1
,热传导系数λ = 27. 2 W(m·℃) ,弹性模量

E = 2. 0 ×10
11

Pa ,线胀系数αt = 11. 2 ×10
- 6

mΠ(m·

℃) ,尺寸为 a = 15 mm , b = 35 mm ,板厚 2 h = 0. 5

mm。计算分析上述条件下薄板内的温度场及应力强度

因子。

计算得到不同裂纹长度 (2 l = 20 mm、2 l = 40

mm) 与温度的关系如图 5所示 ,沿裂纹方向的温度分

布如图 6所示 ,温度在载流薄板内裂纹附近的分布如

图 7所示 ,电热止裂后裂尖熔化状态如图 8所示。取距

离裂纹尖端 1. 5 mm处计算热应力强度因子 ,根据公式

(20) 计算得到裂尖 A 处的热应力强度因子 K
T
A =

- 21. 08 MPa· m ,裂尖 B处的热应力强度因子 K
T
B =

- 21. 66 MPa· m ;根据公式 (21) 可以算出 ,外载荷产

生的应力强度因子 K
σ
A = 31. 57 MPa· m , K

σ
B = 31. 86

MPa· m ;再根据公式 (22) ,可以得到通入瞬间电流后

的应力强度因子 KⅠA = 10. 49 MPa· m , KⅠB = 10. 2

MPa· m。

由图 5可以看出 ,裂纹尖端的温度值与裂纹长度

有关 ,在其他条件相同时 ,随裂纹长度增加 ,裂尖温度

值会升高 ;图6、7可以看出 ,由于叠加效应裂尖 B、C处

的温度值高于裂尖 A、D处的温度值 ,越接近裂尖温度

值越高 ,远处趋于平滑。文献 [11 ] 可以查到 T7钢的断

裂应力强度因子 KⅠC = 39 MPa· m ,由上面的计算可

以看出 ,通入瞬间电流后裂尖处的应力强度因子大大

小于 KⅠC ,证实了电热止裂的可行性。
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图 5　不同裂纹长度时的温度对比

Fig. 5　Different temperature to different crack size

　

图 6　沿裂纹方向的温度值

Fig. 6　The temperature to crack direction

　

图 7　温度在裂纹附近的分布

Fig. 7　Temperature distribution near the crack

8　结论

1) 由于裂纹的存在 ,在裂尖处的电流密度和温度

的计算值都是奇异的。

2) 裂尖处的温度值与通入的电流密度 J0 的大小

及裂纹尺寸 2 l有关。只要通入适当电流密度 J 0 ,裂纹

尖端的温度可以达到材料熔点使裂尖钝化 ,达到止裂

目的。显然 ,裂纹越长 ,裂尖处的温度越高。

图 8　裂尖熔化状态

Fig. 8　Condition of crack melted

　
3) 由于裂尖的熔化 ,在裂尖附近产生高温形成的

热应力强度因子 ,使得外载荷产生的应力强度因子显

著减小。由此可提高裂尖处的承载能力。
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