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引 言

数值求解不可压缩流体流动问题可以采用原始变量的方程作为控制方程
,

也可以用涡量

一流函数方程作为控制方程 直接求解原始变量的不可压缩 一 方程存在一个

主要困难 速度向量在每一时刻都必须满足零散度约束条件
,

即不可压缩性连续方程 用祸

量一流函数方程求解时
,

连续方程自动满足
,

所以不存在约束条件的问题
,

但涡量的边界条

件比较难处理
,

且不易应用于三维问题和带有自由表面或其它流体交界面的问题
解决上述速度向量必须满足零散度约束条件的困难的方法有 人工压缩法 , 压力

方程法
,

另外还有投影法
,

零散度格式法 一 等 对非定常问题
,

的人工压缩法可写成 在每个时间步迭代计算
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计算速度 井圣用动量方程
,

压力取上步迭代值或十‘

暇卜片
十‘ 一 入一‘ 、

粼
其中 入 是小参数

,

需要在计算中调整

压力 方程法 对动量方程取散度
,

舍去 层的速度散度
,

得到关于压力的

方程
,

用此方程代替连续方程

本文将压力 方程法改进为多步迭代计算
,

方程中未知量改为压力的增

量 称这样的方法为迭代压力 方程法 其优点如下

能保证离散的连续方程成立 达到要求的精度
,

见

方程 中 头不必用高精度的算子
,

例如对二维四阶紧致格式
,

可取

头为五点中心差 方法 相当于取 中 头为 一入 △七

与 方法 相比
,

收敛速度要快得多

可直接应用于三维问题 对三维问题
,

青可用七点中心差

可以推广到有限元格式

为了提高计算精度
,

利用三次样条函数插值的思想构造差分格式
,

可以在不增加网格点

的情况下提高差分精度
,

见 紧致格式是在三次样条差分格式的基础上发展起来的
,

其基

本思想是利用三次样条函数对空间导数进行差分 【 用紧致格式模拟了圆柱绕流问题
,

对 。 状态的计算结果与实验的结果符合得很好 刘宏 曾用 川 中的二阶格式计
算了驱动方腔流动

,

仅在低 。 流动情况下结果好 他 参照【 构造了一个紧致格式
,

用于求解方腔问题
,

在计算过程中发现方腔左上角附近有振荡产生
,

较高时
,

底部角区

也有振荡产生
,

使计算不能进行下去 这说明中心差分非交错网格紧致格式在流动参数变化
很大的区域产生非物理的数值振荡 他 将【 中的迎风紧致差分法应用到求解不可压缩

流动
,

成功地解决了上述振荡问题 他的主要结果 发表在【 中

我们给出的交错网格紧致差分格式在计算同样的方腔流动时不用迎风法也未出现上述振

荡问题 这个三点中心差分格式是四阶精度的 三点迎风紧致格式为三阶 这说明了交错网

格法的一个长处

由于涉及到非定常现象
,

对时间导数的高阶逼近是必要的 本文采用四阶

法
,

见 且

本文是 的修改稿

迭代压力 方程法

非定常粘性 一 , 方程

、 ‘

二
、 、

。
‘

丽
,

在‘ 中
,

其中
·

一 “ ‘
·

不可压缩连续性方程

,

在几 中 对二维问题 二 ,
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我们考虑 的显式离散形式

一

—
叹二一一一 入 , ,下‘ ,

其中
’ ” 一 么亡 入

, ‘ ,

‘山‘

、 介 ‘ ,

对二维 题 叶‘
” ‘ ,

俨 ‘

我们将在 互 中给出一个具体格式 紧致差分格式 则关于压力的

二、, 一

击二
·

方程可写成

,

其中
中 几 一 △ 以 勺

,

△ 为时间步长 左端和右端都有多种不同形式
,

对应

于一类不同的压力 方程法 【 」中给出了一组满足等价性的压力 方程

迭代压力 方程法

取 。 层的值为初值 忿‘
” ,

峪十‘
,

迭代计算 又捉
,

成捉
, 无

, , , ⋯

计算速度 君粼
赞十于一

己龙丁一 或十
‘ 一 ,

其中
’
一

’‘ 一 △‘ “ , ·

用一个近似的 方程解压力或捉 先将或捉一或
‘ 作为一个变量解出

、井孟一 、
‘

卜击
、 群圣

迭代到满足下式则取 “十‘

群全
、 公丰全三

。

其中 ‘ 是预先给定的小量
, ,

是一种模 当 为四阶精度时
, ‘ 可取为

和 中的 、 是原格式的一部分
,

而 中的 头则可用简单的差分算
子 例如对二维紧致格式

,

可取 头为五点中心差
上述迭代法是求解原格式 例如紧致格式 的一种手段

,

不改变原格式的数值解
,

在这

一点上很象求解线性方程组的 一 迭代法 阵一 中的零散度格式 降阶法 也

同样是求解原方程的手段
,

不改变原有限元格式的解

将上述迭代法写成一般的形式 对线性方程组

迭代求解
一儿 一 、, , , , ⋯

‘ 连续形式的等价性 对照 中的离散形式的等价性 为 徽分方程 一 。 对应于 中的
·

与 一起等价于
·

, 这里 为 的左端项
,

为任意常数 一 。 二 叮

导出压力的 方程
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其中 为 的近似 通常取 比 简单
,

比 容易求解 下面简单分析一

下 卜
,

的收敛性 可写成

叮‘ 一 句风 环
‘

收敛的条件为迭代矩阵 ‘ 一助 的谱半径小于 比较 一 ,

甲头 因此 ‘ 一 助 的谱半径小于 通常应该是没有问题的

人 人 , 一

紧致差分格式 二维
、

交错网格
、

四阶精度

考虑二维非定常粘性不可压缩 一 方程组

,

在几 中
,

,

在几 中

其中 。二二 。 , 一 。 。二二 。 , , , 。。二 。。 , 一 。 。二二 。 , , , 尹 二 ,

巧
,

二 ,

二维交错网格上的四阶精度紧致差分格式

这类格式
,

导数 和速度压力本身一样 也作为变量列方程
,

对于显式格式及其它没有隐

式紧致差分的格式
,

可以首先用 解出 。
二 ,

与
,

计算方式有些象 方法 在 和 , 方向

分别求解 和 万方向的偏导数 对均匀剖分 考虑
·

的有限差分格式

几 一

△

、 几 、尹 ‘
,

入 几 ,

其中 ” 。“ , “ 、, 、 , 、分别为
, ,

的差分形式

、 中的一阶导数 。
二 , 。 , 的差分形式分别为

,

,

多一与 一 百

廿 ,

, 一居

“ 。一去 ”‘十 , 一盖一 “ 、一
,

,一贵

△

, 艺全
,

全
,

幼一壹
二 ,

, ” ,

号 ‘,

号一
, 一壹

△

,

乞全
,

全
,

、 中的 与
, 二 类似于

、 中的二阶导数 呢
二 ,

峋 , 的差分形式分别为

’ 。
一盖 ‘吃

一盖十哈
,

,一盖 叭一 口一合一 、 ,一去 口一丢

△

,

乞
,

全

“

筑,
一盖 ‘ ”儿丢

“

筑
, 登 “‘

,

,一盖一 ”‘。 盖 ”‘口 金
△夕

, 乞七 全
,
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中的 , , , 。二二 类似

中的
二 的差分公式为

式
, 、 , 十 斌

、 , 汉
上 , ‘

一
人 ’ 一 奋 ‘ , 一 百

‘

下 几 , 一 百 丢
, 一盖一 从一盖。一麦 葱全 ,

全
,

·

巧 的差分公式类似
、 中

二 的差分公式

哄
、 、 、
试、 、

、 、 城、
、 、

, 一 ’

甘 一 ,

△

往‘ ‘,

,一合一 ‘
,

,一盖
△

,
乞七

,

了七
,

中 , 的差分公式类似
·

中
二 里的 需插值计算

叭一告
, ,

云
,

云 云
, ,

厄
二二兰卫二 一‘二旦二互一‘二二兰卫工 一‘‘ 卫工里

, 乞全
,

全
,

牡‘, 一去 廿 ,

, △ ’。二二 △ , ”, , ‘, 一丢
, 乞全

,

全
,

其中
二二 , “ , , 可利用 的结果

, 。 , 里的
。的差分公式 用了一阶前差公式

,

插值公式类似

人

一
一

且
·

将给出四阶 法

边界上的差分公式

边界 二 口。 上 二 , ,

下面主要给出靠近左边界 的差分公

式
, “ 二 。, 一合

肠

, 在 ,

一 一 二
。,

,一贵
,

全‘ 由连续方程
·

,

爱△ , 及 二
在 爱△

‘,

告
。 , 。、 一 。‘

,

。

一 ’ 一 ’

衫

鲁△ ,

,
艺七

旦

一
,

△

,

全
,与今

知

这里 二‘
,。 二 ,。 。 二一 么二 , , 一。, 。,

, 。,

,
公 ,

△刀

二二
在 二 碧△

二

了
,

、 “公
, , 一 、 “ 。, , 一盖一 “ 。一丢 “ , 一盖

移乙, 一盖
△二

,

七

其中 。台。
一丢一 万

。, 一告一
”

二
二一。, , 一 一丢△, , ”, , 在 “

△

碧△。类似于
二 , , 在 , 号△。

“

筑去
, ,

落 ,
,

—爪肠、 忿 ,

廿 、一聋
“ ,

一 “‘
,

盖 ‘,

号
△ , “

,
葱全

,

二‘,。 二

乏
。, 二二 在 号△ 类似于
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二

在 二 △

雌
式。
一盖
心
一丢一呱 ,一今 凡

,

,一告 一合一玛 一盖
△

全

肠 在 , 二 △夕类似

中的 。二 在 告△

“台
,

,一盖 丢 誉
。一合 ,

一
二

止二共 , 兰卫
,

全
,

‘二

。

,︸一

,︸上一一‘尹‘一︸工

其中吃,一 、一冲
。,

,一 、

中 二
二二 , 二 , ,

。 , 在 。 盖△, 类似

的边值

“ 二二 ,

,一去一 ”二二 盖
,

,一丢一
二二 ,

,一告
,

二二

贵
, 一盖

“ , , 。,

,一盖一 “品
,

,一盖

廿 , 、
, , 一 , 、。

二

二二卫卫二里一二‘二兰三退
,

‘二工

其中帆
。一盖可由 的结果得到

,

帆 ,,
一盖一可

,

,一扩

迎风紧致差分格式

将计算公式 改为

、、,产、、,了‘一工

、‘,产、龟,产
夕

叭一 一合
忿一 , 一
立廿 ,

,

盖 亏肠
,

,一丢

牡、 ,

,一盖 “ , , 一盖

△

,

当 ‘
,

,一盖全

,

一肠
乞 , 一

、 肠 十
,

,一 、
‘ ,

,一今一 “‘
,

,一丢一 “‘一
,

,一贵

△
当 ‘

, , 一丢

葱

全

乞

全

其中 , 一盖见 叭
·

咖 作类似改动
,

其它公式同 一

与【」中的 即 中的 不同之处是 二‘ 没有上

标 和 一
,

【 中 里的 一 一 应为 一 一‘

·

法 对非定常 ’题
,

时 ’方向

定义 、 矽
,

其中 , 满足约束条件 、 、 、, 尹

这样 是 的函数 求解 ‘ 二 的四阶 公式为

一

一一五丁一
儿 无

,

其中
“ 兰

,

“ 兰 ,
,

一 △
,

, 一 ” ,

儿 ‘ ,

无。 了
, 无
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对中间层边条件
,

我们在 《计算数学》 第 页上给出下列公式
,

该文中

的表达式后一个
。

一 应改为
。 ” ,

即和下面的 的表达式一致

一

誓等
‘

一 ,
,

一 一 。十去△。 一 ‘ , 一 。一 △。 ,

在 上

驱动方腔流动计算

我们考虑由剪切力驱动的二维单位方腔内粘性不可压缩流体流动问题 控制方程为非定

常 一 方程组 计算区域
,

边界条件

一
,

当 ,

,

当 , 或 或

了少、、

一一一一

步长 △ △ ,
,

网格数 中的 介取为五点中心差
解 只用多重网格法计算一轮 网格从细到粗

,

再从粗到细
,

则包括 循环在内
,

更象一个完整的多重网格程序 这样的
。

多重网格法
,

之
“

第一重网格
,

中 叉作为细网格
,

头作为粗网格
图 给出了用迭代压力 方程法

,

但边界上取【 中的边界条件
,

时间方向为

【 中的方法 实际上图 和图 是 【 中给出的算例
, 。 ,

网格数为
,

迎风交错网格紧致差分格式 一 的计算结果 从图 和 中可

以看出本文结果与【 中的结果非常吻合 图 给出了用迭代压力 方程法
,

边界

上取【 中的边界条件
,

时间方向为【 中的方法
, ,

网格数为
,

卜

迎风交错网格紧致格式 卜 的计算结果 图 和图 与【 中图七即【 』中图

很接近
下面用 笋 中的边界条件及 笋 中的 法 中间层边界条件用 ‘

, ‘ 、、、 , , , 。 、△ , 在 上
,

且 中的迭代压力 方程法
,

一 ” 卜十引。 ” ”
‘ 气 十 公‘ 、协 一刀

’。一 ’ ’、 产切 一 一 一 ’

且 中的非迎风交错网格紧致格式
, 。 ,

初始条件 区域内部网格点上
, 二

,

网格数
,

步长比 △ △
,

取 中的 〔 一 ,

图 给出了
, ,

三个时间层上的流线图

为了验证迭代法 与原方程 的 等价性
,

从 我

们将 中的 。改为
一‘”,

仍然可以计算下去 这说明该迭代法可以等价地替代原来的

方程 为了验证等价性的试算算了 步时
,

同时运行的 。 一 的程序计算了 步

另外我们还计算了下列三种情况
,

均可以计算下去 对每种情况试算了 个时间步

①从 将 中的 〔 改为 一 ,

改为

②改
, 一

③改
, 一

一 ,

重新算起
一 ,

重新算起
·
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〔叨

气

、

扩 泛
一 · ,

沈 如 勺
‘

、 、冰 一 沙了 , 甘 心 了 ‘

蓦鑫汹

、、、确门日」

日以日川

、、以功认钱

川脚分”

八扩如阴

图 流线图
,

网格数
,

二 ,

迎风紧致差分格式

图 速度 剖面图
, 工 二

一 表示本文结果
,

⋯表示【’ 中结果

。

二 飞
‘八曰

犷
﹄

︸布仪
︺工

众。

滋纽必
艺

图 速度 ” 剖面图
,

夕

一 表示本文结果
,

⋯表示【 中结果
图 流线图

,

网格数 ,
,

紧致差分格式
,

十,

一 一

图 流线图
,

网格数
,

,

紧致差分格式
,

图 速度 剖面图
, 公
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一

一

图 速度 剖面图
,

梦 图 流线图
,

网格数
,

左
, 忿

流函数值 一
, 一 , 一 ,

, , , ,

⋯
,

苏慈委美芝台
图 流线图

,

网格数
, 图 流线图

,

网格数
,

, ,

流函数值 一
, 一 , 一 ,

流函数值 一
, 一 , 一 ,

, , , ,

一
, , , , , ,

⋯
, ,

本文进一步讨论
、

证明
、

推导等见网页
·

我们衷心感谢王发民教授
,

舒其望教授
,

沈捷教授
,

陈龙庆教授
,

傅德薰教授
,

马延文
教授

,

牛家玉教授
,

彭世铮教授
,

黄敦教授的帮助和支持
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