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摘 要 摄动有限差分 方法
,

既离散微商项也离散非微商项 包括微商系数
,

在微商用

直接差分近似的前提下提高差分格式的精度和分辨率 方法包括局部线化微分方程的摄

动精确数值解 方法和摄动数值解 方法以及考虑非线性近似的摄动高精度差分

方法 论述了这些方法的基本思想
、

具体技巧
、

若干方程 对流扩散方程
、

对流扩散反

应方程
、

双 曲方程
、

抛物方程和 方程 的
、

和 格式
,

它们的性质及数

值实验 并与有关的数值方法作了必要的比较 最后提出值得进一步研究的一些课题

关键词 有限差分方法
,

摄动精确数值解方 法
,

摄动 高精度差分方 法
,

摄 动有限差分方法

引 言

有限差分方法是获得微分方程数值解的一种有效方法 在差分法中微商用差商来近似
,

为

了使差分近似更好地逼近微分方程的精确解
,

人们对差商近似作了持续的有效选择和改进 微

商最常用 的差分近似是直接差分
,

包括中心差分
、

向前和 向后差分以及它们 的组合差分近似

对于流体力学计算
,

二阶中心差分格式会产生数值振荡
,

向前和向后差分格式可充分反映对流

迎风效应
,

但精度只有一阶
,

难 以满足复杂流动计算的要求 为此人们提出了许多有效的高精

度
、

高分辨率差分格式
,

主要的如对称和迎风多基点差分方法 或格式 【‘一 ,

该法使用 比直接差

分基点数更多的基点
,

例如一阶微商的多基点差分为

‘些
劣

其中 人 表示 在

艺
‘ 人

,

全 。
, , 、

一

汗 处取值 因而差分精度得以提高
,

越多 另一类多基点差分格式是在求解双 曲型方程中发展起来的
精度提得越高

,

使用基点数
, , ,

和
等一大批彼此类似的十分有效的方法 格式 【一‘ 】 这类差分格式在解的间断处具有高

的分辨率或称压缩性
,

但勿需增添人工粘性
,

基本上也不发生振荡
,

而在解的光滑区具有高精

度
,

因此可称为差分 自适应方法 格式 多基点会给边界点和靠近边界点的处理带来麻烦
,

同时

也使系数矩阵带宽加宽
,

因而加大 了计算量 改进多基点方法的一个有效途径是对称和迎风紧

致差分方法 ‘一‘“ ,

紧致法与多基点法相 比
,

突 出优点是达到同样高的精度使用较少 的基点
,

收稿 日期
一 一 ,

修回 日期
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、
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但紧致格式还需数值求解新增加 的
“

紧致
”

关系
,

紧致关系把多个基点上的函数值和导数函数

值关联在一起 例如一阶微商的紧致差分表达式为

“玉
‘ , 三,

艺 吐凡 一 艺 你
一 , ’ 一 ,

, 二 。 了、 一
, , 。 。 ‘ ,

、
, ,

, 场 “ 一 你 , 、 ,

其中 凡 二 【举
,

表示 人 和 尺 在 从 处取值 因此紧致格式的适用范 围难以
一 ’

下“ 、 八
’

一 ” 口 ‘

下“ ”
’

一 ‘

了“ 一 一 ’
下 、 ‘一 一 一 一一 一

· 一 、 ,

一
一 一 一

确定
,

结构较为复杂
,

运算量亦有明显增加 广义紧致差分方法
,

是紧致差分方法 的一种

发展
,

该法把待求微分方程足够高地求导
,

然后求解诸网格节点上 的待求函数值及其导数函数

值 所有上述方法 的共同点是 通过选择或改进微商的差商近似
,

保证差分近似更好地逼近微

分方程的真解

此外
,

又如一致逼近高精度差分格式 ” ,

该法把方程在离散区间 ,
,

勺 的解及导数表

示为一簇线性无关函数 例如 多项式 及其导数的线性组合
,

区间两端的函数值及

导数与区间中点的值相关联 精确数值解格式 【
, ‘ 和有限分析 方法 【 一 更进一步

,

它们在离散单元上求得局部线化方程 对流扩散方程和不可压缩 方程组 的精确数值解
,

再

把诸离散单元的精确数值解综合在一起获得全域流场的数值解 因此它们的解并非只在有限离

散点上且在网格内也满足待求解的微分方程
,

精确数值解方法其实已超 出了有限差分方法的范

畴 阵
,

叫 精确数值解格式和有限分析格式 降“一叫 理论上 比较理想
,

它们的提出也较早
,

但由

于比较复杂
,

且存在指数计算
“

溢出
”

的问题
,

没有得到更大发展

物理分析

当把流动物理 问题提炼为数学模型
,

即导出运动微分方程时
,

关于体积元上的平衡关系和

取极 限过程等的物理考虑和数学处理都有特定的内容 微分方程的有限差分离散应与微分方程

的推导运算存在合理 的关联
,

我们从这个角度对上节所述高精度
、

高分辨率差分方法作一定的

物理分析
,

为的是更好说明 方法的基本思想 显然上节有的方法对任何微分方程都适用

而与待求解的具体方程本身并无直接关系
,

例如一阶微商的多基点和紧致差分关系 式和

式就是这样 有的方法超 出了推导运动微分方程时的物理考虑和数学处理
,

多基点差分方

法就是这样
,

例如一维对流扩散方程的四阶 五基阁 和三阶 四基点 迎风差分格式 【‘一 ”,

叫

沪 , 沪 ,

、 一
二 ‘凸 沪‘ 下育一 ‘乙 沪‘ 一

、 ‘ ‘ 、

一 口 ,‘ , ‘

‘ 十 。 , ”二 、‘

一 叽乙 沪卜

其中 。‘ 由格式 推知
,

上下游基点 “干 物理量对中心基点物理量 沪 , 的贡献均

与流动的物理过程相符 而上下游较远基点 “干 物理量对中心基点物理量 沪‘ 的贡献则与相

邻基点 “干 物理量的贡献符号相反
,

和 这一类差分格式也有类似的情

况
,

不是上游就是下游
,

相邻基点的通量贡献具有相反的符号 紧致差分使用较少的基点数
,

但使用 ‘干 点的导数值实际上隐含 了使用 “干 基点的函数值
,

因此从物理角度来看
,

紧

致格式本质上仍是一种多基点差分格式
,

例如对一阶空间导数采用紧致差分离散时
,

三阶精度
紧致格式 内点 为 ’

, 一 。、 , 十 、 。 , 一
共

, ‘ , 一 , 一 十

婴
, ‘ 一 , ‘ , ‘一

‘ 几工 ‘ 苏
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其中 占为耗散参数
,

紧致格式 等价于以下格式

占沪‘ 一 占沪‘一 一 占沪‘ 占沪‘ 一 一 占沪‘一

由 式推知
,

必有一方不是上游就是下游
,

相邻基点 ￡干 物理量对 沪‘ 的贡献与较远基点
‘千 物理量对 沪‘ 的贡献呈现相反符号 产生这类问题 的主要原因是 不论使用更多的基点

多基点格式 还是既使用 函数值又使用导数函数值 紧致格式
,

它们与导出对流扩散方程

的原始推导相 比均增添了新的物理 内容和数学处理 所有上述高精度
、

高分辨率格式在数学上

无疑是正确的
,

上游或下游相邻基点的通量贡献符号相反是非物理 的通量修正
,

难以找到物理

依据 对流扩散方程的直接差分近似
,

即二阶中心差分格式和一阶迎风差分格式则不存在多基

点格式 和紧致格式 的上述问题 摄动有限差分 方法 【 一州 把微分方程差分

离散的概念加以扩充
,

既离散微商项也离散非微商项 包括微商系数
,

目的是在不超 出推导微

分方程时的物理考虑和数学处理
,

即维持微商用直接差分近似的前提下
,

提高差分格式的精度

和分辨率

摄动精确数值解 方法 一

离散单元局部线化方程的摄动精确数值解 方法的基本思想 , 是 微商用直接

差分近似
,

在维持直接差分结构形式和基点数不变 的前提下
,

利用微分方程本身的固有关系
,

即利用物理问题本身的性质来修正上下游基点 “千 物理量对中心基点物理量 的贡献
,

由此

获得局部线化方程的精确数值解格式或数值解格式 具体做法是 提高格式精度要求消除格式

修正微分方程的截断误差
,

截断误差是步长 一维情况下为 乙 的某种幂级数 由于选定了微

商用直接差分近似
,

因此需要把非微商项 包括微商系数和源项 摄动展开为步长 的幂级数 摄

动展开幂级数中 乙 二 全
,

的系数为待定
,

利用微分方程本身提供 的关系
,

通过消除修

正微分方程的截断误差诸项即可求 出它们
,

确定摄动展开幂级数诸系数的同时得到局部线化方

程的摄动精确数值解 格式或摄动数值解 格式 文
,

获得扩散对流方程的

格式
,

文 、 分别给出对流扩散反应方程
,

线性双 曲和抛物型方程的 格式
,

给出 方程的 格式 对一
、

二和三维的情况
,

和 格式分别使用三
、

五和

七基点

以下诸小节针对对流扩散 方程产对流扩散反应 方程
、

二阶双 曲型和抛物型方

程
、

方程简要介绍摄动精确数值解 和摄动数值解 格式的基本思路
,

已取

得的主要研究结果
,

数值实验研究及与有关算法 的比较见第 节

一维对流扩散 方程
沪 沪 。

万一 笼万 言 十 口
口 ‘

的一阶迎风差分格式为

「 一
,

、
, 、 ‘

、
一

了万 一 一下二一 ￡ 沪葱 一 ￡ 沪￡ 一
一

万一 ￡ 沪乞一 万乞 咬
·

之 笛 ‘ 、 ‘ 、 ‘ ,

其中 二 。‘ ,

云‘ 。‘ 。 今把微商系数 云, 和源项 又 加以修正
,

即把它们摄动展开为 乙 的

幂级数

丐 百 。 乙二 、 乙护 十 ⋯

凡 乙 乙扩 ⋯
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并有摄动格式及其修正微分方程

夕 「 一 、
, 、

二一万 以 一 一二二一 , △ 沪‘ 一 , 劣 沪‘

乙 、 ‘ 、

云 乙 , ‘一

」凡 一

、豁
一

豁 、 凡‘ ·

凡‘ ⋯

其中

凡
, 。一

凡 , 二 一

凡 护 沪

口 ”

汀 月 几 。
一

’ 一 ’ 一 甲切 丫
, 。 上 、 月 , 几
乙 十 月 三 “ ’‘ ’‘

。 ,

口 几 钾

“

利用对流扩散 方程 本身的固有关系推出

几 沪

口劣几 纂
“

豁
一 、 一

凡 。 一

“
护

假定 石和 在 从一 ,

执 区间内为常数
,

即取局部线化近似
,

求得

了二 人 、 几一 厂 乃 、 几

蒯 宁 生黑毛丝兰共 一 。
甲 生竺奥岑乓牛一

一
依乙 十 云乙 一

应产 了 , 二 、 , 进 , 】门内 、 几
。 入 , 、

, 代 、‘ 了‘ 一 上 一下 、‘ , ‘ 二 了 ,

, 因几 二二
一

乙二二

︸
一

一一凡

把 诸式代入格式
,

得到摄动精确数值解 格式为

穿共
一 。 。 一石‘ , ‘ 一 。 一私

二

卜
。 石‘ 二 , ‘

乙‘ 习

一 一 “ 乙‘ 沪‘一 ,

云乙
一 “ 乙 一 一 ”乙‘

不难证明离散方程 的解 通解加特解

动 一 乒“ ‘ 亏 二
, ‘ 、 , 、

沪‘

一
不 ‘ 气万 万 夕 , , 气

·

以 一 一““

在固定 ‘ ‘乙 且 乙 分 的极限下趋 向线化 方程 的解
,

因此格式 为精确

数值解格式 该格式使用三基点
,

具有系数矩阵无条件对角占优
、

迎风性
、

紧致性且保留了一

阶迎风格式的简洁结构形式
,

特别是它包含的指数项均以 一 云乙川 的形式出现
,

因此不存

在常见指数型格式中存在的网格雷诺数大时出现数字溢出的问题 值得指出 中心差分格式在

云乃 时不具有 性质
,

而由它经摄动得到的 格式对任意大小 的 】云乙 值均具

有 性质 参见附录 一维的结果 已推广到二维和三维情况
,

二维和三维 格式同样

具有上述优点
,

且分别使用五个和七个基点
‘

对流扩散反应 方程

沪
少石歹

沪
,

一 丽 十 钾
, “ 又 “ 依
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其中 沪 为反应项 以 。 为小参数的奇异摄动方程 在流体物理的许多方面有用
,

例如边

、,

、
声

令

‘,工王
卜

界层效应
,

对流扩散反应流动
、

风生浪问题等 嘟
,

、例

沪 六 工

对 方程 的线化问题
,

习 、

甲 , 气汀 一 人 石
户日。 ‘
、产 曰奋

口 之 。 月 ,

、
,

、 口几 — 性 夕 、

人‘ 一 二 一

、 月 , ,

、 飞犷

方程 的直接差分近似为

刁压百 ‘ ‘ 一 ‘ “ 一 一 人
‘

把系数 尸 摄动展开为 乙 的幂级数

入 二 尸 入 乙扩 从乙尹 ⋯

得到如下摄动格式及其修正微分方程

命
一 一 一

一 , 一 入

一
一一 入‘ , 二 二二 ,

忿 又

月 ,

‘沙 为
‘

一
几 一‘ 了岛

百王厄万拜万。芯
一
艺编、

”礼 二

由方程 求出

入 。 入 几

把 肠 。 诸式代入格式
,

得到 方程 的 格式为

一
, 二

。 一私
· , , 一 “‘ · 一“‘ · 一 口

“ 乙‘ 一
私

·

。
八 十 一 了 , 、

一一不 , 一 一 下万一 “ 山 沪 一

、 乙 ‘ ,

。 , 月 。 , ,

。 切 二 , ,

‘ 夕 、
石 月 。 , , 。

气 几 飞 , , 。

。 一 夕。

。 一 夕。

不难证 明在固定 肠 二 乙
,

令 乙 一 的极 限下
,

离散方程 的解就是微分方程 的

解 对有多个极值点的 方程 的计算表明 格式 在较粗网格下即可给

出与准确解精确相符的结果
,

见表

表 ‘ “
、

二阶中心和一阶前差格式计 , 方程 开 ,

攀 一 。

袱 二 ,

的最大绝对误差
、

相对误差和计算时间的比较

最大误差 时间

格式

中心

前差

中心

前差

中心

前差

位置 绝对差值 相对误差 一

一上

⋯
一︵ 火 一

一

只 一

一

一

一

一

一

一

一
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二维对流扩散

考虑对流扩散方程

方程

口沪 口沪 了护沪 护沪 、 。

气万 十 丁尸 二二 性 长一六二 十 下 二犷 十 口
口万 口 ‘

夕
‘

把 方程 分裂为

·

豁一令咭
、 、

·

雳一令
·

香
一 。

从方程 和 的一阶迎风差分格式出发
,

把对流系数 可 。 , , ,

和源项
, 。

摄

动展开为 乙二 和 乙 , 的幂级数
,

通过类似于 节中的运算
,

可求得摄动幂级数中 乙二“ 和 乙沪

的系数以及与方程 和 的一阶迎风格式相对应的两个摄动格式
,

再把两个摄动格

式相加消去
。 ,

最后得到 方程 的如下 格式

书气二 卜
。 一 乙 ·

, ‘
,

, 一 。 一 。 ·

汽 诬 。工 一

一 ‘ ·

沪‘,

, 。 一 ‘ ·
沪‘一 ,

,

一二些匕一 丁
, ‘ 乙

‘ “ ‘

一 。 ‘ ,

一 。 一 ‘ ”

」沪
‘,

, 一 。 一 ‘ ,

沪‘,

, 一 ‘ “ 沪‘, 一 从 ,

其中 乙二 、

认 , 乙 ‘ , 乙 , 、

认, 乙场

二‘, 一 。 , ‘

一
一 ‘ 二

, ‘ 一 ‘ , 一 一 。 ,

不难证明在固定 ‘ 乞乙 和 , ‘ 二 乙功
,

而令 乙 分 和 乙 , 斗 的极 限下
,

离散方程

的解趋 向 方程 的解 三维情况与二维情况类似

二阶双曲型和抛物型方程的 格式

对双 曲型方程的初边值问题

由﹄

习
《少 肠

‘

以 竺一 二,

。 二二 。 二

口
, 二 甲气工 ,

下丁 二
石

叙述简明起见 考虑 , 一

罕 的情况 先把变量进行分离

。

关于 和 的直接差分近似为

命
几 一 ·

一卜 罕
·

命
‘ 一 ‘ 尤‘一 ’一 竿

‘
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把差分方程 右端系数摄动展开成

到如下 的 格式

乙 ” 和 乙 “
的幂级数

,

通过类似于前面的运算
,

得

几 一 一 罕
几

一
。

、 一 二 · ·

禁
卜 一 。

在固定 。乙 和 二‘ 二 ￡乙劝
,

而令 乙 叶 和 乙 一 的极限下离散方程 和

的解趋向双 曲方程初边值问题 的解

汀 汀

了一 “‘ 一厂

对抛物方程的初边值 问题
几 。

户 王名
山

弋丁一一
而一次

叫
二 。 叫

二 ‘二

叫 。 。 试

做与双 曲型方程类似的运算
,

求得初边值问题 的 格式为

。

“ 一 几 罕
’”‘

」
一 。

, 一 ‘ ·

禁
二一

。

在固定 二 乙约和 ‘ 二 ￡乙
,

而令 乙 斗 和 乙 升 的极限下离散方程 的解趋 向

抛物方程初边值问题 的解

, 汀 几万

““‘

万
一 ”

【一 气了

非定常问题
,

方程的摄动数值解 格式

对 方程

豁 、豁
。

杂
一

瓮
。·

鬓
一

采用分裂方法 第一步令

得到
·

一卜 口·

二会 答器
·

二 往
暇

,

,
‘一

其中 毋 瑟乙 第二步

由一由口

命 二
,十 一 二

‘

二
‘一卜罕、

‘ 一
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把格式 中 暇
‘ 的系数摄动展开

,

通过类似于前面的运算
,

得到格式 的摄动精确数

值解 格式
,

在 口 打拼 和 时分别为

,
‘

一 ⋯ 二

周
· ⋯ 一屑

二
‘ · 、

‘

一
、

范

一
二

佣
、

‘ · 、
‘

一
方程 的数值计算是由 格式 和 算 出 时间层上的 暇

‘,

而由格式

算出 。 十 时间层上的 衅 应该指 出
,

其它差分算法均使用五个基点 州 , 此外
,

格式

这里 的算法仅使用三个基点
,

而 方程的

因但并非 方程 的精确数值解格式
,

此称为摄动数值解 格式 一般说来
,

找到局部线化微分方程 的 格式 比较 困难
,

总能给出局部线化微分方程的 格式

需要说明的是 格式只能从微分方程的直接差分近似出发通过摄动获得
,

对微分方

程的其它差分格式 例如指数型差分
,

多基点差分格式等 进行摄动并不能获得 格式
,

说明差分近似
“

不超 出
”

推导运动微分方程时的物理考虑和数学处理具有特殊的作用
,

直接差

分近似格式和 格式显然都符合
“

不超出
”

的要求 流体运动方程为二阶拟线性方程
,

对

它们的直接差分近似进行摄动均可获得它们 的局部线化方程的 格式
,

在非定常情况下则

为摄动数值解 格式 例如节 中的 方程的 格式 格式与精确数值解

格式 ” , , 和有限分析 格式【“‘一 具有同样的性质
,

它们不仅在离散网格点上而

且在网格内均满足待求解的方程
,

因此实际上它们超出了有限差分方法 的范畴 它们可准确模
拟对流效应

,

且不存在有限差分和有限元方法中的伪数值扩散和负裱度解问题
,

对任意大小的

网格 数 。二

它们都一致稳定和收敛 特别是 格式的指数项均以 一 乙二

的形式出现
,

不存在 格式和 格式中指数项计算在 。二

很大时出现数字溢出的问题
,

且二
、

三维 格式远 比 格式简单 应当指出
,

摄动有限差分 方法与微分方程
的奇异摄动方法

,

州 并无关系
,

微分摄动问题包括小 或大 参数
,

并求小参数摄动展开解

差分问题可包含或不包含小参数
,

非微商项按步长摄动展开
,

求得摄动精确数值解 格

式

摄动高精度差分 方法

摄动高精度差分 方法 【““一“ 的基本思想和具体做法与 方法大体相同
,

区别

是 方法用直接差分代替微商
,

假定被摄动的量在网格内为常数
,

即取局部线化 方程

近似
,

而 方法可用不同形式的差分 例如直接差分
、

指数型差分等 代替微商
,

假定被摄

动的量在网格内为变量即取非线性近似
,

因此需要处理被摄动量各阶导数的差分近似 文
,

、到 给出对流扩散方程的两种形式的 格式
,

在一
、

二和三维分别使用三
、

五和七个基

点的条件下
,

所得 格式具有四阶精度

对流扩散方程的指数型摄动高精度差分 格式

二维对流扩散 方程
。 沪 。 沪 护沪 护沪 、 。

‘
电

言 十 ‘ 下丁 夕 ‘ 下尸 , 忿 十 下丁气丁 十 夕口
夸 扩 犷

的二阶指数型差分格式为

‘ 钾、, 乙 , 、,

, 一 沪
,

, 一 , ‘,

, 沪 , ,

十 乙 , , ‘一 ,

, 沪‘一 ,

, ‘ ,

沪‘十 ,

, 乙 乙 , , 又 ,
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其中

‘, 乙 ‘,

, 一 ‘,

, 乙 , ‘一 ,

, ‘ ,

,

‘千
,

士云‘ 乙
, ‘,

干 士认 乙 ,

把格式 中的系数 内
,

入干
,

和 ‘,

许 以及源项 又 , 摄动展开到二阶
,

得到如下摄动高精度

差分 格式

‘, 沪‘, 乙 , ‘,

, 一 沪‘,

, 一 , ‘,

沪‘,

,

乙 , ‘一 ,

沪卜
,

, , ‘ ,

, 沪‘ , 。 乙 乙 , 凡 , ,

, ‘, 乙 ‘,

, 一 , , ‘,

, 乙 , , 一 ,

, , ‘ ,

,

‘千
,

士丐‘ 乙
, ‘,

干 士丐‘ 乙 ,

丐 石 碗乙护
,

丐 石 巩乙沪 ’

瓦 凡
二 乙护 凡 , 乙沪 ’

把摄动诸式 代入摄动格式 ’
,

假定 云和 在区间 ‘一 ,

从 内为变量即取非

线性近似
,

利用 方程 本身提供的二阶和一阶偏导数之间的关系
,

经过运算得到

一

钟 霏
·

黝
、 。‘、’

九 一

台卜卜 创
、 一 “

誓 刽
二 一 、 ·

穿一劲
巩

,

凡 , 和 凡 是在 云
,

凡
二

和 又 中分别把 云
,

和 , 换成 石
,

, 和 得到的结果 把上述摄动展

开的结果代入格式 得到指数型四阶紧致格式即摄动高精度差分 格式
,

该格式的结

构与原始指数型格式 的结构完全相同
,

因此
,

格式 具有迎风效应和系数矩阵

对角占优的特性 三维 方程的指数型 格式同样具有上述性质

对流扩散 方程的另一种摄动高精度差分 格式

下面简介与 方程一阶迎风格式对应的四阶摄动差分 格式 把二维 方程

沪 沪 护沪 护沪 、 。

下丁 十 代二网一 扩 二
目

言 十 二 气下 十 口
口 夕 劣‘

夕
‘

分裂为

豁一令 合
, 又

需
一

穿 扣
一 二

从 方程 和 的一阶迎风格式出发
,

把格式中的系数 石 。 。 和 石 可 , 以及源

项 和 摄动展开为 乙 和 乙 , 的幂级数
,

得到两个摄动格式
,

由这两个格式相加消去 得

到二维 方程 的如下摄动高精度差分 格式

瓦 , 「
二

一
,

、
, ‘ 、 ‘

、
云二共万王百 气

工

一万一 ‘ 沪‘ , ,

, 一 ‘ , ‘, 。 沪‘, 又‘ 一万一 ” ‘, 劣 沪‘一‘ ,

,
一映 ‘ 、 , 、 工 」
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亘鱼‘ 了
石 二 八 。 , 、 一

口 价 , , 封 、
甲 , 尹 ‘ 、

一 口 、‘,‘ , 、‘,

一
, 一‘落, ”, ,、‘

华称 ,

动
, ‘一 ,

, 、

委凡
二

奥 凡、

奥、
一 。

‘ ‘ 、 们于子 。布币
了 曰 、 犷 犷 ,

上

了、、

其中 瓦 , , 二 认, 对二阶精度摄动差分 格式
,

有

云 。乙‘ 一 、。 ”二 一 瓜 ,“二

警瓦 ,‘ 劣 ,

、
二 一

会
凡。

对三阶精度摄动差分格式
,

有

丐勺 乙 一“一击
“葱

豁⋯
, ,

纂⋯
, , ‘一

卿
二

鄂卿
劣

击
“。‘工

丐勺乙

凡一豁
丐‘ ·

击豁
‘,

一鬓⋯
‘,

一鬓
‘,

一

对四阶精度摄动差分格式
,

有

月之 几 霖 、 北 几 厂 , 几厂 、

“ ,‘一
“‘,‘ ·

亩又
“‘,

嚣
‘,

瑟
‘, “ ·

等又彭
‘, 一

台云
‘,

器】
‘, ”·‘ ‘

·

‘ · ,

‘ ‘ 、 。 、 。 ,

, ‘, △劣 “‘, 。 亩又‘, 。 ‘

丽咬‘, 。 “

前
‘, 乙 ’

一忍一口一口
口」

︸
勺一乃一卜︺、一豁

、‘ ·

台豁⋯
‘, · 又

鬓⋯
‘,

““豁⋯
‘, · ,

霏豁 】
。 · ““

鬓 ⋯

“‘

鬓⋯
‘, ‘

一
‘, · , “

筹 ⋯
￡

在 几‘ ,

丐 , 和 凡
二

的表达式 中把 云‘,
,

和 分别换成 认
,

,

, 二 ,

一
、 , 、

一
、。 , 、

一
、 , 、 、 、 ,

⋯
、“

江
和 外 , 阴农巧双 仕致但 异甲

,

表达式 脚 相 又 甲 的话导数 二
,

口

即得到 几‘ ,

几‘

口

口
可用

和护

中心差分来近似
,

因此直到四阶精度
,

摄动高精度差分格式 仍不需要增加新的基点
,

即仍

为五基点
,

且保持了一阶迎风格式的简洁结构形式
,

具有迎风性和系数矩阵无条件对角占优

三维摄动差分格式性质类似
,

为七基点格式 应该指出
,

由于 格式考虑 了被摄动量在网

格 内的变化
,

因此能够较好地计及非线性效应
,

但是为了保证 格式在一
、

二和三维情况

下只使用三
、

五和七基点
,

被摄动量的导数不能超过二阶
,

这样 格式的精度 限于四阶

数值实验与 比较

关于精确数值解 格式

一维对流扩散方程和一维可压缩 方程 的局部线化方程 的精确数值解 格式为指

数型格式 , , 二维和三维不可压缩局部线化 方程 的 格式被称为有限分析

格式
,

系采用分离变量法求出的 一叫 格式和 格式可较准确地反映流动问题 的物理
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特性
,

既可准确模拟对流效应
,

又无有限差分和有限元方法中存在的伪数值扩散和负浓度解问

题 格式和 格式对大 数 方程和大 数对流传热方程是一致稳定和

收敛的
,

且 格式可微 经微分运算得到的结果也较准确 因此从理论上说
,

格式和

格式是计算大 数对流热传导问题和计算高 数流动问题的理想算法 问题是

格式和 格式 中含有 乙二

这样的因子
,

因此 数的提高受到计算机允许

数字大小有限的限制 二维和三维有限分析 格式又相当复杂
,

例如对二维对流扩散方程
、

。 ,

口沪 。 口沪 沪 沪
‘ 性 气 一 十 ‘ 丈〕 创丈 , 一 二一下 刊

曰二 气犷

口 口 口 ‘ 夕‘

离散单元内点函数值 沪 由单元边界上八个点的参量所确定 为九基点格式
,

即

沪 沪。 沪切 , 沪 ,

‘ 沪。 沪。。 。。沪。。 。沪 , 。 叨沪

其中

。 一 一 乙‘

裂 一 注乙 , 乙“ 一 一 乙‘ 一 乙 , 刀乃 , 玛
。 一

告险一“

一
“二

一
“一

‘ ,

、 “ ””,“

一 一 爪入二乙

〔乙 ‘。乙 」
’ 拼 乙 ,

乙 一 入二乙

【 乙 , 。乙 ,

」
’ 。, 乙

,

入二
。 一 二

乙

·

“ , 轰
‘ ,

。 , 。

和 侃 的表达式与
。

的表达式类似 。叨 , 。

和 、 的表达式与 。。

的表达式类似 式

和 中 至
,

凡 和 凡 是在
,

场 和 凡 中分别把 换成
, 乙 换成 乙 ,

,

乙 , 换成

乙
,

入 换成 入耘
, 拼。 换成 拼氛得到的结果 入氛和 户氛是在 入, 和 补。 中把 乙 换成 乙 , 得到

的结果 三维情况下 格式使用 个基点
,

单元内点值 饰 的计算包含 个类似于式

和 的无穷级数求和

摄动精确数值解 格式的性质与 格式相同
,

但在二维和三维情况下仅分别使用

五和七基点
,

形式远 比 格式简洁
,

运算量明显减少 特别是 格式包含的指数项均以
一 乙二

的形式出现
,

参见节
,

因此 。二

大时不存在计算 凡
二

的
“

溢出
”

的问

题

数值实验

对一
、

二和三维对流扩散反应方程
、

双 曲方程和抛物型方程文 、 」已给出一些

格式
,

文
,

则给出了一
、

二和三维对流扩散方程的指数型和多项式型摄动高精度差分

功 格式 这些格式 已成功地用于计算一些模型方程
、

二维和三维模型流动
、

二维方腔内的

不可压缩流动
、

热驱动的方腔内流动等
,

均获得与其它精确数值解格式或
“

标准
“

数值解一致的满意数值结果 例如方腔内热驱动的 自然对流问题
,

该问题的控制方程和边界条

件

甲 叻 一
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勺 心
, ·

豁
·

髯
一 ·

豁
打一如即一衡口

下寸
工

二二

, 二 ,
二

, 一 。
, ,

箭
·

一 。和
,

, 一 。和
,

, 一

豁
一 “

其中
,

叻
,

心和 为流函数
、

涡量和温度
, 。 和 为 和 , 方向的流速分量

,

尸
,

和 。 为

公数
、

数和 数 若干典型数值实验的结果见表 表 表中 叻 为

表 方腔自然对流典型参数计算结果 尸 二 , 二 勺

叻

表 方腔 自然对流典型参数计算结果 尸 , 。 二

表 方腔 自然对流典型参数计算值与 “标准解 ” 之间的偏差百分率

叻 牡 。

一一
︸“︸︺

连‘

一一一
︵︸

一
一

﹄一

八勺︸︸‘
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劝在方腔中心点的值
, 。 和 分别为 二 和 , 二 线上的最大 。 值和最大 值

,

。。 , 、

和 二 。

分别为边界 上的平均
、

最大和最小 数 表中所列标准

解 ’
,

由多重网格外推法算 出
,

数为 沪
,

和 “ 时
,

标准解各典型参数

的百分误差 不大于
, 、

和 由表 表 可知 和 格式在 为 沪 和

时取步长 二 ,

为 沪 时取 的较粗网格
,

即可达到标准解的计算精度 又

如一维对流扩散反应方程在粗网格 乙 下 格式给出了最大绝对误差为 一 “ 和

最大相对误差为 一 的极为准确的结果
,

而二阶中心和一阶迎风格式的最大相对误差则分别

达到 和 网格加密 倍 乙 二 ,

二阶中心和一阶迎风格式的最大相对误差分

别为 一 ” 和 一‘ ,

而所需机时约是 格式粗网格所需机时的 倍 参见表

结束语

摄动有限差分 方法是与多基点和紧致高精度差分方法思路不同的新方法 方

法把微分方程差分离散的概念加以扩充
,

既离散微商项也离散非微商项 包括微商系数
,

在维

持微商用直接差分 即二阶中心
、

一阶前差和后差 近似
,

且一
、

二和三维分别使用三
、

五和七

个基点的前提下
,

把非微商项 包括微商系数 摄动展开成步长的幂级数
,

并通过消除修正微分

方程的截断误差项获得局部线化微分方程的摄动精确数值解 格式和摄动数值解

格式
,

获得非线性近似下的摄动高精度差分 格式

格式与已有精确数值解 格式 ”, , 和有限分析 格式【‘ 性质相同
,

这些格式可准确反映对流效应
,

又不存在伪数值扩散和负浓度解问题
,

对任意大小网格

数一致稳定和收敛
,

特别是 格式不存在已有 格式和 格式中指数项计算的
“

数

字
”

溢 出问题
,

又远 比 格式简单
、

节省机时和存储

格式中微商用直接差分或用其他低阶差分近似的同时包含了被摄动量 的一阶和二阶

导数函数值
,

因此 格式是待求微分方程的非线性近似格式
,

在一
、

二和三维情况下仍分

别使用三
、

五和七个基点

摄动有限差分 方法是提高差分离散逼近微分方程真解的一种有效方法 进一步发

展可压缩
、

不可压缩
、

定常
、

非定常 卜 方程组的 方法
,

研究
、

和

格式的稳定性
、

收敛性
、

耗散性
、

色散性和单调性等特性 检验它们分辨间断
、

分岔
、

模

拟多尺度三维复杂流动和湍流的能力
,

发展其他方程 例如非线性发展方程 的 方法
,

研

制若干有实用价值的软件等都是值得进一步研究的课题
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阳

附录

对流扩散方程摄动精确数值解

非定常一维对流扩散方程

格式的 性质

口移 牡 社

气二 , 下二 一 二 , 二 二
口 口 口 ‘

的半离散化摄动精确数值解 格式为

瓮
一

命【卜宁
,

。 、
一

·

。、
‘

宁、如
一

命
‘ 。 ‘一 一“ ”、 一 ,“ 。。 ”二 。 ·‘ ‘二 ,、

一 。 。‘

均 一

乙
圣”, 、“ 一 叮

, 乙 、 、

砂 活

其中

汽十尹 二 均 一 际 汽
一

尹 二 粉 一 “ 一 , 乙

、一 ‘ ‘一 。 一 。‘ , 一 ‘一 ‘ 。‘

由于

总变差为

乙幻
,

所以 九 若令
,

即对原始格式为中心差分格式的情况
,

仍有 支
一 一

。 艺一、 一 、 一
艺气、、 一

“ ,

其中

曰工

丸一‘

凡 蚤
乙 , 去” 七

乙 , 去“

最【 ‘肠 , , 、

‘‘ 曰 下 百暴
、 一

, ’

乙 艺凡 抓味必 ,“ 一

气 , 乙 , ‘
了、十

肠 洲

十护
, ,“ 界 , 汽

一

尹

乙 艺味 ,乙‘ , ”

其中

兄十告

若 味 , 七 ”,

则 巧十 、或为零
,

十 十
气 、 , 一

味
所以

蚤凡
一 丢一

气去凡十叠

或与 乙什去” 同符号
,

暴
二

、 三

即对流扩散方程 的摄动精确数值解 格式对任意大小的 乙二 均具有 性质
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