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摘要 构造了基于非等距网格的迎风紧致格式
,

并将其与三阶精度的 。半隐方法相结合
,

构造了求解不可压
一

方程高效算法 该算法利用基于交错网格的离散形式的压力

方程求解压力项
,

解决了边界处的残余散度问题 同时还利用快速 变换将方程的隐式

部分解辐
,

离散后的代数方程组利用追赶法求解
,

大大减少了计算量 通过对二维槽道流动的

数值模拟
,

证实了所构造的数值方法具有精度高
,

稳定性好
,

能抑制混淆误差等优点
,

同时具

有很高的计算效率
,

是进行壁湍流直接数值模拟的有效方法

在数值模拟的基础上对二维槽道流动进行了分析
,

得到了 数从 到

的二维流动饱和态解 所谓
“

二维槽道湍流
”

定性及定量结果均与他人的数值计算结果吻合

十分理想 对流场进行了统计分析
,

指出了
“

二维湍流
,

与三维湍流统计特性的区别

关键词 非等距网格的迎风紧致格式
,

不可压 方程
, “

二维湍流
” ,

混沌
,

湍应力

月 吕

湍流现象是 自然界最复杂的物理现象之一
,

人类对湍流进行了上百年的研究
,

至今虽取得

重大进展
,

但离最终弄清其本质还需要相当长的时间 对湍流的研究不但有重大的理论意义
,

也有巨大的应用价值 直接数值模拟 方法是研究湍流的重要手段
,

它和实验相互补

充
,

在 目前发挥着重要作用 随着计算方法的改进和计算机技术的提高
,

其应用越来越广泛

高精度差分方法是 目前进行湍流 的重要方法 和谱方法相比
,

差分法具有方法简单
,

边界

处理灵活等优点 特别是近年流行的紧致型差分方法
,

由于具有精度高
、

低色散
、

低耗散等优

点
,

在湍流 中得到广泛应用 【、

以往的紧致型差分方法是基于均匀网格的 对于非均匀网格
,

通常是通过 变换

将其变为计算域的均匀网格
,

这在物理域网格变换剧烈的地方会产生较大的误差 本文构造出

直接针对非均匀网格的迎风紧致差分格式
,

该格式不但具有普通迎风紧致格式的优点 如精度

高
,

对高频非物理振荡有衰减作用
,

能抑制非线性效应产生的混淆误差
,

还可适应空间网格的

剧烈变化 将其与谱方法结合
,

构造出求解二维不可压
一

方程的高效算法 数值计算的结果

表明
,

该方法是进行壁湍流数值模拟的有效方法

湍流从本质上说是三维的
,

由于二维数值计算无法模拟从二维到三维的失稳过程
,

因而无

法模拟湍流流场 但由二维数值模拟得到的饱和态流场仍具有许多和三维湍流相似的特征
,

如
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都具有上抛
、

下扫
、

间歇等现象
,

因而该流场有时也被称为
“

二维湍流
”

该流场对于湍流的机

理和本质研究有一定的参考和借鉴价值
,

同时由于易于得到
,

易于研究
,

因而对其进行探讨很

有意义

本文运用上文构造的方法对
“

二维槽道湍流
”

进行了数值模拟
,

得到了对应不同

数的饱和态流场
“

二维槽道湍流 ,’
,

定性及定量的结果均与文 吻合 对其进行了统计分析
,

并与三维湍流进行了对比
,

指出了三维扰动对于湍流核心区的重要性

基于非等距网格的迎风紧致格式

计算网格为 二 、 , , , ,

二 , ,

网格间距为 一 热一 以模型方程为例说明如

何构造基于非等距网格的迎风紧致格式

考虑下模型方程
肠 ”

二宁

口艺 劣

”
, 、 、

一
、 , , ‘ , 、

设 了 是 不 , 的差分近似 当 盯令 汀 满足

。、二 一 。 。、 及二 一 认 。、 、、‘一 及。、

其中
, , ,

认
, ,

及 与网格间距 、 二 二 、 一 纵一 有关

传统的迎风紧致格式要求网格间距 为一常数 而本文中的 、 可以任意变化
,

对于不同

的网格点
,

空间步长可以是不同的 将 式中的 。‘ , 。‘一 , 。 , , ” 一 , ” 一 , 在 ‘点做 【

级数展开
,

比较两端 叮已 展式中同阶导数的系数可得如下关系式

‘ ‘ 认 ‘ 及

从 、一 从且 从 十 认 一 、 云一 、 入

熟
、 梦‘ ‘ 认 、 ‘一 、 一 ‘ ‘

乳 一 梦且 ‘ 、 一 ‘ ‘一 ‘ 了‘

熟
‘ 拿及 ‘ 、 认 、一 ‘ 一 牙‘

熟
, 一 礴及 从 从 ” 一 ‘十 从一 ” ‘

砖、

若式 中的系数 。、, 、,

可知 丫 以五阶精度逼近于

式

认
, ‘ ,

及 满足 式
,

则分析等式两端 冲 展式余项的系数

式
,

为针对内点构造的基于非等距网格的迎风紧致格
一念

日一

同样
,

当 时 丫 满足

二 风二 。 。 一 二 ‘。 一 及二‘

其系数可仿照 式得到
以上构造的差分格式适用于网格的内点

,

对于边界点
,

可采用降低精度的普通型差分逼近

格式

可以看出
,

格式中的系数只与计算网格有关
,

一旦网格给定
,

这些系数就固定下来 在数

值计算中
,

如果计算网格不随时间变化
,

则这些系数只需计算一次
,

因此该格式并不比传统的

紧致格式增加计算量
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不可压槽道湍流 的高效算法

以二维槽道流动为例阐述本计算方法
,

该方法可直接推广到三维情况 上下两个无穷平板

间充满薪性不可压缩流体
,

在均匀的平均压力梯度驱动下流动 控制流动的无量纲
一

方程为

·

二二 一 力 刀 产
七

其中

卜 未
△、

为平均压力梯度
,

为 二 方向的单位向量

满足无滑移条件 无量纲参数的定义为 。

槽道的流量
,

为槽道半宽度
,

为流体豁度

·

,

在流向和展向满足周期条件
,

在壁面处
〔佑

乙

、二
二 , 、 ,

一 。 二
、 ,

二兰二竺二 ,

其中 酥孔 毛粤 为流量平均速度
,

为
夕 ’ 、 “ “ “ ‘ ’ “

一
’ 一

,

一
, 一 产 ‘

流向和展向采用均匀网格
,

法向采用非均匀的

交错网格 其中
, 。 在整数网格上 。 ,

在半网格上

时间推进格式

采用 构造的基于 。 方法的时间分裂格式
,

时间推进分为

三个子步

非线性步

它一
艺

。。

俨
一 、

一一

号厂一 一 艺几
几一“

压力步

一

△ 饰
” ,

·

它

豁性步

物 几 一

△

竹 、厂 。 ,

不万 犷 下 匕
里

其中

。

, “ , 一 , ,

凡
,

口 一 ,

凡
,

为

非线性步的计算

对于 式中的导数项采用前文构造的基于非等距网格的迎风紧致格式计算 例如 对
于 。

娶当 。 , 。时
,

对 娶采用前文构造的后差格式 当 二 、 。时采用前文构造的前差格
,

式 由于采用了交错网格
,

因而在计算不同网格点上值的乘积项时需要进行插值 本文运

用六阶 中心插值对 二 ,

进行插值

压力步的计算

直接从基于交错网格的离散形式的动量方程处出发
,

构造压力的离散方程
,

同时利用流向

周期性
,

采用快速 变换使压力方程解祸
,

大大减少了计算量
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对物理量 二 ,

刃定义 变换

, 。 一 艺了
’ 。‘“ 二

儿

为函数 的谱
,

对 为 式进行 变换得

公 一 △

护 一 护 一 “哥
岔 豁

一

可以看出式 沿流向解祸 即各物理量沿流向是独立的
,

只需对其沿法向离散 由于以

上方程沿 二 方向是独立的
,

为了书写方便
,

在下文的推导中各物理量只标明沿 , 方向的下标

或 了

约定下标 表示某物理量在 。 所在的网格点上取值
,

下标 了表示物理量在 。 ,

所在网格

上的点上取值 如果在一个等式中同时出现 和 了
,

则二者在数值上是相同的 但二者含义不

同
,

了代表的网格点在 代表的网格点的上方半个网格处
丫 即 , 肠 。 。一队 , , , 、 八

必 、 、
利 丁

一灭一 中目 下犷 , 二长川 二二 协 冲目舫之口 甲 口之三刃
一

内 耳凡

甘 岑

备
,

一““ ,‘
,

一 心‘”‘
,

一 弓‘ ,可
, ·

““ ,‘
,

一

会⋯
,

,

一 、‘一

二 ,。 、。 考。

由于所在坐标网格不同
,

系数 心劝 和 弓句
,

“一 , , “ ,

通常是不同的 这些系数可以通

过比较该等式两点
矛

展开式中的系数得到 这些系数只与网格有关
,

因此可以在计算之前

求出
,

并不占用计算量

由式 、 得

弓对
, 一 。

考可
, 一

烤片
一 ,

烤片 烤外 烤片
十

小 ,
。 办

式 为针对内点的方程 对于边界点和邻近边界点
,

利用速度的边界条件及较低阶精度的

差分格式可同样构造出犷 的方程 该方程形式上与 相同
,

只是系数有些差异 式 为

一个七对角方程组
,

可用 分解法求解 将系数矩阵分解成一个上三对角和下四对角矩阵 只

需存储共七个对角线上的非零元素 由于该方程的系数与时间推进无关
,

因而该分解可以在计

算前求得
,

不占用计算量 在时间推进过程中
,

只需进行回代过程 由于 矩阵和 矩阵中只

有七个对角线上有非零元素
,

因此求解整个流场 扩 的计算量只有 为总网格点数

求解出 后由式
,

便可求出

勃性步及流量修正

由式 得

为 几

云
,

吞
,

△ 二 六
一 不 △

‘

” ‘ 丫 △记
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为了便于进行流量修正
,

将 “ 分解 令 “ , ,

其中
,

和 分别满足

、 一架
△ 一 食

。

一架
△ 一 △、

吕

和 在流向满足周期条件
,

法向满足无滑移条件

勃性步

对式 进行 变换得

△云 。 △艺

巨
一 不“

刊
“ ‘ ’ 一 不

肠

夕

在内点处运用五阶精度的中心差分有
舫

夕
,

,

可赶 ,
, ” 几 内

,

可赶 啊
,

可产 ,
, 。可扛

,
, “ 气 ,

, ” 扛

其中系数 ,
, , ,

二 ,

与网格有关
,

可以通过比较上面等式两端
矛

展开式的系数

在 了点展开
,

得到 , 所满足的方程来求出它们 这些系数只与网格有关
,

可在计算前求出
,

并不占用额外的计算量 在边界处对

将 式代入 得

岑
采用二阶和三阶精度的中心差分

勿
, “ 几

,

可几 勿
,

可几
,

可产 句
,

可扛
、 巧

, ”了札 勿
,

心扛 可
, ·

和求解压力方程的方法类似
,

式 同样可以用 分解法求解 即通过 分解将原

七对角系数矩阵分解成为一个上三对角和一个下四对角矩阵 然后通过回代求解 方程

中的系数不随时间改变
,

因而 分解可在计算之前完成
,

并不占用额外的计算量 求解

的计算量同样为 可以看出
,

求解方程的隐式部分的计算量与通常采用的显式方法相当
,

远

小于通常采用的求解隐式方程的迭代法或直接法

对于 沪 可以采用同样的方法求得 求得 二“ ,

护 后
,

通过 变换便可得到 矿 和

流量修正

为了有足够能量维持湍流发展
,

必须有外力驱动 在槽道湍流中驱动流体流动的外力为平

均压力梯度 在计算过程中有两种常用的控制方法
,

一种是认为平均压力梯度为常数
,

另一种

是认为槽道的流量为常数 两种方法各有优缺点
,

前者更易于计算
,

而后者的物理意义更为明

显 当流动达到充分发展的湍流时
,

流场的平均压力梯度随时间变化很小 假设采用定流量的

控制方法
,

因而当流动达到充分发展湍流时
,

二者是等价的 本文后半部分的计算采用定流量

的控制方法
,

假定在流动过程中槽道的流量始终保持不变

定流量是通过改变平均压力梯度来实现的
,

令每个时间步的流量保待为常数
,

从而由

式确定平均压力梯度 由于在 式中 对于 是线性的
,

因而流量修正的计算量非常

小 ‘

经过非线性步
,

压力步
,

豁性步和流量修正后
,

便可得到下一时间步的流场
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若网格点总数为
,

通过分析可知本算法的隐式部分的计算量 乘法量 为 压力步 风

勃性步 显式部分 非线性步 的计算量为 求 个导数值
,

并考虑两种不同的迎风

方向
,

共需计算 次 采用基于非等距网格的迎风紧致格式
,

每次
,

求完导数后还需 次乘

法以得到对流项 可以看出本方法隐式部分 压力步和戮性步 的计算量还不到显式部分的一

半 即使将 变换的计算量考虑在内
,

隐式部分的计算量也不超过显式部分 变

换可用 实现
,

效率很高 一般半隐式算法的隐式部分的计算量通常远大于其显式部分

在本文构造的算法中
,

显式部分的计算量没有增加
,

而隐式部分的计算量却大大降低
,

因此本

算法具有很高的效率

二维槽道流动的非线性行为及统计分析

运用上文构造的高效算法对二维槽道流动进行了数值模拟
,

各算例的计算区域均为 , ,

二

相当于文献 中流向波数 二 的情况
,

网格点为 槽道的流量 保持

恒定
,

数用流量平均速度
,

槽道的半宽度和流体豁度定义

献 一致

酥几

夕 夕
和文

采用前文构造的高效算法
,

以抛物型平均流叠加上线性稳定性理论给出的最不稳定扰动 幅

值为 为初值
,

在 的微机群上计算
,

平均每天可推进近 个无量纲时间单位 以

流量平均速度和槽道半宽度定义
,

效率很高

经过相当长时间 约几千个无量纲时间单位 的发展后流动达到了饱和状态 即
“

二维湍

流
” ,

本文将对不同 数的二维湍流进行分析

在
“

二维湍流
”

中
,

流场的下壁面平均涡量 面 是反映流动状态的重要物理量 数

很低时
,

流向速度呈抛物状分布
,

该物理量为一常数 随着 数的增加
,

流动失稳
,

该

物理量的时间序列将呈现出各种不同的状态 文献 对 。 三 的
“

二维湍流
”

进行了分

析
,

给出了 面 时间序列图并分析了不同 流动 百 的时均值和脉动量的均方根 但文献

并未给出 。 的结果
,

该文指出
“

当 数继续增高时
,

有些证据表明 动

随时间的振荡将变得混沌
,

但由于受数值精度所限本文未能给出
· ·

一
”

文献
,

页 本

文不但给出了较低 数的结果
,

还同时给出 。 的结果

图 为不同 数
“

二维湍流
”

的下壁面平均涡量 面 的时间序列图
,

从中可以看出

对应 。 的时间序列呈周期状态
, 。 时为拟周期状态 该结论与文献 一

致 。
时该时间序列仍呈现拟周期状态 而当 。 时

,

该时间序列呈现混沌

状态
,

证实了文献 的推测

表 和表 列出了不同 数
“

二维湍流
”

下壁面平均涡量 面 的时均值 即 面 沿时间方

向的平均值 及其脉动均方根值 从表中可以看出本文结果与文献 吻合十分理想
,

充分说明了

本文计算结果的正确性 同时本文给出了文 因数值精度所限未能给出的 。 ,

、

“
、 、 ‘

”
、 卜 、 。 , , 、 、

一
,

一 二

的结果 注 本文的涡量足义为 ‘ 了 一 丁
,

相又献 图 甲猫重四足义付亏相汉
,

囚此衣
口‘ 口

对文献 中的原值进行了取反

图 给出了
“

二维湍流
”

的平均速度剖面
,

从中可以看出其速度型在壁面附近较陡
,

与三

维湍流的情形相似
,

但在远离壁面的区域其速度型远没有三维湍流那样饱满 间

图 为
“

二维湍流
”

的脉动速度均方根 湍流度 分布 其中的实线和虚线分别为 丫 和 识 的均
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一

一

一

一
,

一

一 石

一

一
一

已

一

一 石

一

一 一

图 不同 数
“
二维湍流

”
下壁面平均涡量 面 分布图

表 不同 数 “二维湍流 ”口 的时均值

压 万

」

一

一

一

一

一

一

一
一

一

一

一
一

一 一

方根 以壁面摩擦速度无量纲化 与三维湍流 相 比可以看出
,

三维湍流在槽道中心线附近各

方向速度脉动量的幅值基本相同 基本处于各向同性状态
,

而
“

二维湍流
”

在中心线附近法向速

度的脉动量的幅值远大于流向
,

速度脉动呈现很大的各向异性
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表 不同 , 数 “二维湍流 ” 面 的脉动均方根

江 口 】〕

︸一﹄一】

一 一 一

昌
公

厂 ,’’’
’’’

一 ‘ 门‘ ‘‘
一

,

一

匕

一 一

图
“

二维湍流
”

的平均速度剖面

图
“
二维湍流

”
的脉动速度均方根

·

且

—
、魏

。 ,

⋯ ⋯ 。二益

的 一

一 ‘ ‘曰 孟 ‘目‘一一‘
一 一

图 “二维湍流
”

的偏斜因子

七、 。

—
、 , · , ·

⋯
。‘

最近的研究证明湍流脉动并非完全的随机

运动
,

其脉动量含有一定的规律性
,

湍流是有序

和无序的混合体
,

湍流脉动速度的概率密度分布

与 分布有一定的差异 速度脉动的偏斜因

子 三阶统计量 可以在某种程度上反映这种差

异
,

型分布是一种对称分布
,

符合该分

布的物理量的偏斜因子为 偏斜因子的绝对值

越大
,

说明其概率密度分布的非对称性越强 越
“

偏斜 ,’
,

图 为
“

二维湍流
”

脉动速度的偏斜因

子 与三维湍流 相比可以看出
, “

二维湍流
”

脉动速度的偏斜因子的绝对值更高
,

说明其概率

密度更偏离 分布

一
根据湍应力在总应力中所占的比重可以把湍流边界层划分为豁性子层区

、

过渡区和湍流核

心区 在湍流核心区湍应力占总应力的绝大部分
,

相比之下
,

赫性应力可以忽略
‘ ‘ ‘

—
‘ ‘ 、 、

—
砚

, ,

图 为不同 数
“

二维湍流
”

的雷诺剪切应力 一了护 及总勇应力 一了 , 砚不 的
止
“ 以 沙

分布图 以壁面处的剪应力无量纲化 在该方式无量纲化下
,

所有流动的总剪应力均为从 一 到

的直线
,

在图中以实线表示 图中的虚线表示不同 数
“

二维湍流
”

的雷诺剪应力

从图中可以看出
,

随着 数的升高
,

雷诺剪应力在总剪应力中所占的比重增加 但即使

对于较高 数的情况
, “

二维湍流
”

的雷诺应力在总应力中所占的比重也无法向三维湍
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一

的的。﹄拐尧。二的

一

一 ‘
一

夕

图 不同 数
“
二维湍流

”

的雷诺剪应力及总剪应力分布
吕 一

治

流那样高

表 为 一 和 一 处 本文的坐标选取为 , 为槽道中心
, , 士 为壁面 的

雷诺剪应力在总剪应力中所占的比例
,

其中三维湍流的结果出自文 【 的数值模拟 从表中可

以看出
,

对于三维情况
,

雷诺应力所占的比例比薪性应力高出一个量级 雷诺应力占总应力的

以上 而对于
“

二维湍流
” ,

二者处于同一量级
“

二维湍流
”

中雷诺剪应力所占的比重比

三维情况小得多
,

这说明展向扰动对于湍应力的贡献是很大的
,

同时也说明了展向扰动对于三

维湍流核心区的重要性

表 夕 一 和 , 一 处雷诺剪应

从 七

在总剪应力中所占的比重力

一

。二 二

甘

万

一

一

讨论 本文同文献 所采用的网格同为 火 ,

但本文方法的数值分辨率显然高于文献

文献 能分辨的最高 数为
,

而本文给出了 。 的流场并证实了该

文的推测 这主要是因为文献 采用谱方法
,

为了抑制混淆误差
一 ,

实际只使用了

个 模态和 个 模态
,

沿每个方向有 的网格节点无法参与谱空间的

数值计算 法则 而本文采用 的迎风紧致格式本身具有很好的抑制混淆误差的能力
,

所有

的网格点均能参与数值计算
,

因而可以取得很好的效果 可见在混淆误差的处理上
,

迎风紧致

格式要优于谱方法 关于迎风紧致格式和谱方法在处理混淆误差方面的比较
,

可参考文

结 论

紧致差分格式是近年来比较流行的差分格式
,

目前在多尺度复杂流动的数值模拟中得到了

较广泛的应用 本文构造了基于非等距网格的迎风紧致格式
,

格式中的系数随网格变化
,

克服

了传统迎风紧致格式在网格变化剧烈时降低精度的弱点
,

适应了壁湍流的数值模拟在近壁处网
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格的剧烈变化

直接数值模拟 是研究湍流的重要方法
,

但 巨大的计算量在很大程度上限制了

其应用 本文构造了求解不可压
一

方程的高效算法
,

大大降低了二维和三维槽道湍流

的计算量 该算法的效率使得后半部分的二维槽道湍流的数值模拟能够顺利进行 二维槽道湍

流需推进几千个无量纲时间单位才能达到饱和态
,

其后还需积累几千个时间单位的数据
,

计算

量十分巨大
,

如无一个高效算法将很难完成计算 同时
,

该算法的精度和分辨率使得能够在

的网格点上实现 的二维槽道湍流的正确模拟

在第二部分
,

本文进行了二维槽道流动的数值模拟
,

得到了不同 数的二维饱和态

流动
“

二维湍流
”

展示了随着 数的增加
,

下壁面平均涡量 面 的时间序列从周期
、

拟周期到混沌的整个过程
,

定性及定量结果与文献 吻合十分理想
,

验证了本文结果的正确

性 同时
,

给出了文献 因数值精度所限无法给出的较高 数的结果
,

证实了该文的

推测

最后
,

本文分析了
“

二维湍流
”

的剪切应力分布
,

发现随着 数的增加
,

雷诺应力

在总剪应力中所占比重有所增加 但
“

二维湍流
”

雷诺剪应力所占的比重始终比三维情况小得

多
,

这说明展向扰动对于湍应力的贡献是很大的
,

也说明了展向扰动对三维湍流核心区的重要

性
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