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摘要　　对压入深度为亚微米量级的微压痕实验来说 ,硬度与压入深度的关系将表现

出强烈的尺度效应 ,然而 ,由传统的弹塑性理论无法预测. 采用塑性应变梯度理论对微

压痕实验中的尺度效应进行预测 ;同时对单晶铜和单晶铝进行微压痕实验研究. 通过

将理论预测结果应用于实验 ,获得塑性应变梯度理论中的微尺度参量值 ,该值对于常规

金属材料 (如铜、铝、银等)来说 ,取值范围为 0. 8～1. 5μm. 另外 , 对微压痕边界附近所

出现的挤出现象 (pile2up)和沉陷现象 (sink2in)进行了预测和详细分析.
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压痕实验是一种非常重要且十分有效的实验手段 ,常被用来测定材料发生塑性变形行为的

宏观性能参数. 通过压痕实验测量硬度和压入深度的加卸载关系 ,获得材料的屈服应力、幂硬化

指数以及 Young模量等等. 近年来 ,随着实验技术的发展和实验测量精度的提高 ,人们可以在微

米和亚微米层次进行精细的压痕实验研究 (即微压痕实验)以获得重要的材料性能指标. 在微压

痕实验中 ,展现出一种新的、有别于传统宏观压痕实验结果的普遍现象———尺度效应[1～8] ,对金

属材料 ,所测的材料硬度值随着压头尺寸的减小 (或压入深度的减小)可达到传统硬度值的 2倍

甚至 3倍之多. 然而 ,材料在微米和亚微米层次所表现出的这种尺度效应现象由传统弹塑性理

论无法刻画. 另一方面 ,从量纲分析[9 ]的角度可知 ,压痕硬度值将只依赖于材料的宏观参量 ,是

尺度无关的.

为了预测材料在微米和亚微米层次的尺度效应现象 ,近年来提出和发展了塑性应变梯度理

论[10～12] ,即在传统弹塑性理论的框架下考虑应变梯度的影响. 在本构关系中 ,应变和应变梯度

诸项之间通过若干长度参量 (下文称为微尺度参量)匹配 ,可由这些长度参量刻画尺度效应.

在采用塑性应变梯度理论研究压痕问题中 ,文献[4 ]采用偶应力理论及不可压缩假设分析了

当微尺度参量小于压痕接触面径向半径时的情况 ;文献[3 ]采用 Fleck 和 Hutchinson[10]的塑性应

变梯度一般理论分析了不可压缩情况下当微尺度小于压痕接触面径向半径时的情况 ,并将分析

结果应用于关于W材料的压痕实验结果[8 ] , 获得该材料的微尺度参量在 0. 25～0. 52μm之间.
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　　另外 ,文献[1 ]从位错模型出发研究了微压痕的尺度效应 ,通过采用 Taylor 关系、Mises塑性流

动法则以及硬度为 3倍流动应力的传统关系获得了硬度与压入深度之间的平方根倒数关系.

通过比较常规金属材料 (Cu , Ag , Al)的微压痕实验结果[2 ,7 ]与高模量金属W的微压痕实验

结果[8 ]可知 ,前者的尺度效应敏感区比后者小一个量级 ,所对应的微压痕接触面径向半径的尺寸

也将小一个量级. 所以在研究常规金属材料的尺度效应时 ,有必要讨论微尺度参量大于甚至几

倍于压痕接触面径向半径的情况. 本文将采用 Fleck和 Hutchinson[10]的塑性应变梯度模型并对

可压缩弹塑性一般情况进行分析 ;另外 ,本文也对单晶铜和单晶铝进行微压痕实验研究 ,实验时

硬度和压入深度之关系的获得也有别于以往的实验方法 (通过一个压入点获得硬度与压入深度

的关系) ,即选取众多的压入点 ,而每一点只对应一个压入深度 ,这样虽然给出了一带状的硬度与

压入深度之关系 ,但却避免了单一压入点情况之结果对该点缺陷的依赖性. 通过将理论预测结

果与带状数据点的比较 ,可以客观地给出塑性应变梯度理论中微尺度参量的取值范围.

1　塑性应变梯度形变理论

关于可压缩塑性应变梯度形变理论的一般形式 ,到目前为止 ,还没有文献给出 ,然而 ,有了高

阶应变空间投影张量的定义及运算法则后[13] ,沿用传统塑性理论的构造框架则不难导出. 下面

作一简要介绍.

111　本构关系

应变和应变梯度的定义 :
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其中Σ和Ξ分别为等效应力和等效应变 ;Le
I 和 L I ( I = 1 , ⋯,4)分别为弹性和塑性情况的应变梯

度微尺度参量 ,根据文献[10 ]的讨论 ,一般情况下可考虑微尺度参量之间有如下关系 :
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L1 = L , 　L2 =
1
2

L , 　L3 =
5
24

L . (3)

另外可取 L4 = L/ 2. 对于弹性应变梯度参量也可考虑有类似关系 ,只需将 L 换为 L e . 以前的研

究显示 ,解答对于 0 < Le/ L < 1的取值不敏感[13] ,故在本文的分析中取该比值为 0. 5. 在 (2)式

中 , hp为等效塑性模量 ,考虑幂硬化材料 :

Ξ = Ξ0 (Σ/σY) , Σ ≤σY ; 　Ξ = Ξ0 (Σ/σY) 1/ N , Σ >σY , (4)

则有

hp = E{ (Σ/σY) 1/ N - 1 - 1} - 1 . (5)

在 (2)式中 T
( I)
ijklmn ( I = 1 , ⋯, 4)为应变梯度投影张量 ,其表达式详见文献[13 ]. 根据 (1)和 (2)式并

应用投影张量的正交性 ,可获得应变梯度形变理论的一般表达式为
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112　平衡变分关系

平衡方程往往可由位移变分关系有效的刻画 ,从而便于有限元数值方法的采用. 对于塑性

应变梯度理论 ,对应的位移变分关系为

∫V (σijδεij +τijkδηijk) dV =∫V f kδukdV +∫StkδukdS +∫Srk ( Dδuk) d S , (7)

由此可定义面力 (在 S 面)

tk = ni σik -
5τijk

5 xj
+ ninjτijk ( Dpnp) - Dj ( niτijk) (8)

和面力矩 rk = ninjτijk , 其中微分算子定义为

Dj = 5/ 5 xj - njnk5/ 5 xk , D = nk5/ xk , (9)

其中 ni为积分 (7)式中 S 面的方向余弦.

图 1　压痕实验的基本问题简化

2　压痕实验基本问题的力学描述

考虑圆锥形压头的情况 ,对于棱锥压头按照横截面面积相

等可近似等效为圆锥压头处理. 本文采用不同于以往给定远处

为位移约束条件的处理方法 ,而用集中力作用下远处的弹性应

力解代替 ,这样处理不但更加接近实际情况 ,而且使问题的描述

和分析大为简化.

在远处的弹性应力分布[14] (参考图 1) :

σr =
P

2π�r2
1 - 2v

1 + sinθ - 3cos2θsinθ , 　σz = -
3 P

2π�r2sin3θ,
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σrz = -
3 P

2π�r2cosθsin2θ, 　σφ =
(1 - 2v) P

2π�r2 sinθ -
1

1 + sinθ , (10)

其中 �r2 = r2 + z2 ,如图 1所示.

在材料表面 ,小变形情况下的压痕问题位移及面力边界条件为

uz = - rtanβ, 　 Rr = 0 , 　Rz ≤0 , 　0 ≤ r ≤R = h/ tanβ,

Rr = Rz = 0 , 　R ≤ r ,
(11)

其中 R为压头接触区边界的径向半径 ,通过计算确定.

为方便分析 ,定义一长度参量

R0 = P/ (3πσY) , (12)

式中 R0的物理意义为低硬化金属材料在扁平锥形压头作用下的接触区径向半径 (不考虑应变梯

度影响) . 材料硬度的定义及其与压头几何参数的关系为

H =
P
πR2 = 3σY

R0

R

2

= 3σY
R0

h
tanβ

2

. (13)

　　在以上所有关系式中 ,可由 R0和σY将所有长度参变量和应力分量归一化. 这样 ,一般情况

下硬度可表达为下列独立无量纲参量的函数形式 :

H
σY

= f
E
σY

,ν, N ,β,
L
R0

, (14)

而压入半径和压入深度可由 (13)式通过硬度值获得. (14)式的解答形式将通过采用塑性应变梯

度理论对压痕基本问题进行数值求解得到.

3　塑性应变梯度形变理论的有限元求解方法

对于考虑应变梯度效应的本构关系 ,一般来说传统的有限元方法将失效 ,需要采用将位移导

数作为节点变量的特殊有限元方法[13 ,15 , 16] ,但对于以伸缩变形为主导的塑性应变梯度问题 ,采

用 9节点的位移等参元可得到有效的结果[13 ,16] . 压痕问题明显是以伸缩变形为主导 ,因此 ,本文

将采用 9节点的位移等参元进行分析 ,同时采用 2×2的 Gauss点积分.

对于压痕这一空间轴对称问题 ,考虑远场为弹性应力解 ,可取压头的顶端为竖向位移的参考

点 (0点) ,这样 ,材料在远场应力作用下将向压头表面移动. 在顶端附近 ,材料将首先与锥面接

触. 接触区边界的径向半径为 R ,接触区位移约束条件见 (11)式.

采用塑性形变理论进行求解 ,求解步骤简述如下 :首先计算出弹性问题的解并以此解为初始

解 ,迭代求出高硬化指数情况的收敛解 ;然后以高硬化指数情况的解为初始解 ,依次迭代求出低

硬化材料情况的收敛解. 例如 ,求解 N = 0. 1情况的解答步骤为 :求出弹性解并将它作为首次初

解 ,迭代计算出 N = 0. 3的收敛解并以此解为初解迭代求出 N = 0. 2的收敛解 ,再依此为基础迭

代求出 N = 0. 1的解答.

如果以无限远处为竖向位移的参考点 (对应压痕变形的实际情况) ,则竖向位移场将可由下

式换算得到 :

v ( r , z) = uz ( r , z) - u∞z , (15)
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图 2　空间轴对称问题的有限元网格

其中 u∞z 为无限远处的竖向位移.

本文采用的有限元网格形式如图 2所示 ,计算时采用的

9节点单元数目为 1 280个.

4　数值结果及分析

在以下的具体分析中 ,主要结合常规金属材料的弱硬化

特征 ,取材料参数 ( E/σY ,ν, N) = (300 , 0. 3 , 0. 1) ,并考虑

常用的扁平压头情况. 首先对微压痕实验中的挤出现象和

沉陷现象进行分析 ,然后对硬度值随材料参数的变化关系

(见 (14)式)进行预测. 通常的扁平棱锥形压头可通过有效

面积等效为圆锥形压头进行处理 ,等效角度β约为 20多度 ,

因此以下对β= 30°的圆锥形压头情况进行详细分析.

图 3 (a)和 (b) 分别给出了接触面附近的径向位移和竖向位移分布. 对比两种位移的变化

情况可知 ,在接触面内 ,竖向位移远大于径向位移 ;由图 3 (b)可知 ,随着压头的压入 ,材料在接触

面外接近接触面外边界附近将被挤出 (pile2up现象) ,随着微尺度参量的增加 ,这种挤出现象将逐

渐减弱并过渡为沉陷现象 (sink2in 现象) .

图 3　不同微尺度值的材料表面位移分布

(a) 径向位移分布; (b) 竖向位移分布

图 4中给出了竖向位移随材料屈服应变 (σY/ E)的变化情况. 由图 4可知 ,低屈服应变 (弹性

变形范围较小)的材料容易出现挤出现象 ,随着屈服应变的增大 ,压痕表面由发生挤出现象逐步

过渡为沉陷现象. 不考虑应变梯度效应时挤出与下沉的临界屈服应变值约为 1/ 70 ,此值与文献

[9 ]对理想塑性材料所得到的结果相近.

图 5为硬度随压入深度以及材料的幂硬化指数之间的变化情况 (通过 (13)式可将 R0/ L 换算

为 h/ L) . 由图可知 ,对于低硬化材料 (常规韧性金属材料) ,随着压入深度与微尺度参数的比值

减小到 0. 1～0. 3的范围时 ,材料的尺度效应急剧增大 ;而当该比值大于 0. 6时 ,尺度效应则不太

敏感. 对于高硬化材料 (如 N = 0. 2或 0. 3) ,尺度效应的敏感区相对较大. 图中也给出了文献[1 ]

第 11期 魏悦广等 : 微压痕尺度效应的理论和实验 1029　



从位错模型出发所获得的常规金属材料之硬度随压入深度的变化曲线. 由图 5还可以看出 ,随

着压入深度的不断增大 ,即当比值 h/ L 大于 1时 ,硬度值将趋于 3倍的屈服应力值 ,该值为不考

虑应变梯度效应时弱硬化材料在扁平压头作用下的硬度值[17] .

图 4　不同屈服应变材料的表面竖向位

移分布

图 5　不同幂硬化材料的硬度随压入

深度的变化曲线

图中虚线对应弱硬化材料的位错模型解[1 ]

5　单晶铜和铝的压痕实验研究及微尺度参数预测

我们对单晶铜和单晶铝 (均沿 (110)面)进行了压痕实验研究. 实验是在清华大学磨擦学国

家重点实验室和中国科学院力学研究所非线性力学国家重点实验室共同完成的. 关于实验方案

的构思 :以往的压痕实验结果 (硬度曲线)是对材料表面某一点连续加压而得到的 ,硬度与压入深

度近似为一连续光滑曲线 ,其缺点为该结果将对材料表面加载点的特征 (缺陷或增强晶粒)较敏

感. 所以本项研究采用随机选取加载点和压入不同深度的方式进行实验 ,即一个加载点只对应

一个硬度值和一个压入深度值. 如此将得到材料硬度与压入深度之间的带状数值域 ,进而确定

微尺度的变化范围.

图 6为单晶铜试样的 3种不同深度的压痕及其材料的表面形貌的扫描电子显微镜照片. 由

该图可清楚看出压痕周围材料的挤出 (pile2up)现象 ,即压痕周界附近的亮区为材料被挤出的区

域. 图 6 (b)的挤出现象比较明显.

图 6　单晶铜的 3种压痕及材料表面形貌的扫描电子显微镜照片

(a) h = 0. 66μm , (b) h = 0. 41μm , (c) h = 0. 22μm
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图 7中给出了单晶铜的硬度与压入深度的实验结果 ,同时也给出了对应图 5的预测结果 ( N

= 0. 1) . 由图 7可看出 ,微尺度值在 0. 5～1. 5μm范围 ,几乎包括了所有实验数据 ,预测结果较好

地刻画了材料的尺度效应.

图 8为单晶铝硬度与深度关系的实验结果及塑性应变梯度理论的模拟结果. 可见 ,微尺度

值在 1～2μm范围几乎囊括所有的实验数据.

图 7　沿 (110)面单晶铜硬度2深度关系
实心点示实验结果 ,实线示理论预测结果

图 8　沿 (110)面单晶铝硬度2深度关系
空心点示实验结果 ,实线示理论预测结果

为了进一步检验由塑性应变梯度理论预测压痕实验尺度效应的有效性 ,图 9和 10中分别给

出了由该理论对McElhaney等人[2 ]的单晶铜以及Ma和 Clarke[7 ]的单晶银的实验结果的预测. 从

图中给出的结果同样可见 ,由塑性应变梯度理论可以有效地预测出材料在微压痕实验中所表现

出的尺度效应.

图 9　单晶铜 (沿 (111)面)及多晶铜 (冷加工)

硬度2深度关系
空心和实心三角示实验结果[2 ] ,实线示本文的理论

预测结果

图 10　单晶银 (分别沿 (110)面和 (100)面)

硬度2深度关系
空心点和实心点示实验结果 ,实线示本文的

理论预测结果
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6　结论

本文采用塑性应变梯度理论对微压痕实验进行了详细的有限元数值模拟和预测 ,同时针对

单晶铜和单晶铝材料进行了微压痕实验研究. 通过理论研究和实验研究 ,得出如下主要结论 :

(ⅰ) 对于常规金属材料 ,由传统弹塑性理论预测出在压痕边界附近将发生强烈的挤出现象 ;

而考虑应变梯度效应时挤出现象则较弱、或者不发生挤出而转为沉陷现象的发生 ;另外 ,挤出和

沉陷现象还密切地依赖于材料的屈服应变值. 屈服应变较低的材料易发生挤出现象 ,而屈服应

变较高的材料容易发生沉陷现象.

(ⅱ) 对于常规金属材料的压痕实验 ,尺度效应的敏感区为压入深度小于微尺度值 ,特别是当

压入深度与微尺度值之比小于 1/ 3时 ,尺度效应十分敏感 ;当压入深度大于微尺度值时 ,尺度效

应不太敏感 ,传统弹塑性理论可近似适用.

(ⅲ) 对于常规金属材料 ,塑性应变梯度理论中微尺度参量的取值范围大约在 0. 8～1. 5μm

范围内.
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