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摘要 从单个跃移沙粒在气流中的运动方程出发导出了风沙两相流中沙粒相速度分布函数的

方程 对风沙流研究中几种不同的分布函数及其相应的统计平均值等基本概念给

出了严密的数学定义
,

指出了不同分布函数之间的区别和联系 在略去铅垂方向空气阻力的情

况下
,

给出了沙粒相速度分布函数沿铅垂方向的边缘分布
,

作为风沙流中跃移理论的主要基础

之一 利用结果对前人在风沙流研究中发现的某些重要规律和现象进行了解释

关锐词 风沙两相流
,

跃移层
,

速度分布函数
,

方程
,

边缘分布

引 言

风沙流是发生在大气边界层中的两相湍流流动
, ‘ 将风沙流的运动形式划分为悬

移
、

跃移和蠕移三种基本形式
,

其中跃移运动粒子占据整个风沙运动颗粒的大多数
,

它运动速度

快
,

是沙量传输的主要机制
,

并且是对工农业生产造成巨大危害的主控因素 人们经过长期研究

之后发现 比
,

在风沙流中
,

沙粒相的运动机理为 空气流动导致地表的沙粒产生水平方向的运

动
,

粒子间的相互碰撞产生铅垂方向的速度分量
,

跃起的沙粒在气流中获得能量继续运动
,

在

重力作用下又产生下落运动 下落的跃移沙粒冲击地面
,

蠕移层内粒子的相互碰撞导致部分沙

粒获得铅垂方向的速度分量
,

原下落的沙粒在碰撞过程中则失去能量 这样跃移层与蠕移层之

间不断发生质量
、

动量和能量的交换 沙粒在地表发生的碰撞过程
,

使得每颖沙粒的运动完全

是随机无序的 只着眼于单个沙粒的运动
,

无法解决风沙流的本质问题
,

因此把握沙粒的群体

运动规律是必要的 ’假定所有跃移粒子都以相同的速度沿铅垂方向起跃
,

首次提出了

气相切应力 指总切应力中气体分担的部分
、

粒子切应力 指沙粒分担的切应力部分 和动力

学粗糙度等重要概念
,

但单一轨道假定显然偏离实际情况太远 因此人们对风沙流中起跃粒子

的发射速度分布提出各种假定
,

并通过高速摄影
、

频闪摄影或激光光纤探头等直接对起跃粒子

的速度进行实验观测 【”一 但由于以往对速度分布函数的概念和假定有一些问题 如

和
,

导致了理论和实验结果明显相违背 现有的实验资料表明 在风沙流

中沙粒相是稀相
,

即使在相当高的风速下
,

靠近地表处粒子相所占的体积分数也只有 一 量

级 沙粒的跃移一般只在 高度以内发生
,

沙粒的流量与密度沿高度急骤衰减
,

绝大多数

沙粒均在 高度内运动 人们的实验 , , 。, ’〕还揭示了沙粒的密度沿高度呈指数衰减

一 一 收到第一稿
,

一 一 一 收到修改稿

国家 自然科学重点基金资助项 目



第 期 朱久江等 风沙两相流跃移层中沙粒相的速度分布

年代后期 ‘“ 对 在 年代中期的实验数据进行 重新分

析
,

也得出了起跃粒子数与所能到达的最大高度之间满足指数衰减的规律 本文的目的是从单

个跃移沙粒在气流中的运动方程出发
,

建立风沙两相流中跃移沙粒速度分布函数的

方程 在略去铅垂方向空气阻力的情况下
,

导出沙粒相速度分布函数沿铅垂方向的边缘分布
,

并以此作为风沙流跃移理论的主要基础之一
,

对前人在风沙流研究中发现的重要现象进行统一

解释
,

找出它们之间的内在联系和规律

单颗粒在流场中的运动

设空气的密度为
。 ,

戮性系数为 拼
。 ,

气流速度为 。
,

球形沙粒的直径为
,

质量密度为 内
,

于是它的质量为 二 二 ”内 在重力场中
,

沙粒的运动方程为

一一

了‘

其中 。 和 二 分别为沙粒的运动速度和承受的总作用力 为重力加速度
,

为

薪性阻力 对于孤立圆球情况

。 一二壹
, 。

一 一壹
一 、。 一

其中几 为戮性阻力系数 引入粒子的滑移 数 。 侧 。 一 川 拼
。 ,

一般说来阻力系

数 召刀 只是 的函数 在流体力学中
,

根据大量实验数据拟合出圆球阻力系数
“

标准曲线
” ,

其

覆盖的 。数范围为 一‘ 通常可将 口口 近似表示为

。 一

矍
·

由式
,

可得
二拼

当 。 三 时
,

由式 给出的阻力系数与标准阻力系数相差不大于 当 。 三 时
,

九 二 ,

这时式 就退化为 阻尼 粒子运动方程 可改写为

飞忿 户 一 ”少十
‘

其中

户 —
几
几

式 中 几 内 拼。 为粒子运动的速度松弛时间
,

它反映了粒子对气流的跟随特性
,

即在

阻力情形下
,

粒子与气流的相对速度衰减到其初始值的 一 所需要的时间

在式 和式 中
,

我们只计入了粒子相对于气流的时均速度所产生的阻力
,

而没有考

虑由于气流湍流脉动所产生的随机阻力 ‘” 和 【‘ 曾详细讨论过随机

力对粒子运动的影响并采用 数来描述这种影响 本文只限于研究跃移粒子的运动
,

此时
。 几好 、司 》

,

在此情况下
,

粒子通过气流时来不及对高频的气流脉动产生响应
,

随机力

的作用可略去不计 这一点也可以通过风洞实验中粒子运动轨迹的光滑性得到证实
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沙粒相速度分布函数的 方程

沙粒相的速度分布函数

根据前述的风沙流特点
,

我们对跃移运动作如下假定 沙粒都有相同的粒径和质量

跃移层内沙粒的运动是混乱无序的
,

粒子的宏观运动状态可以用沙粒相速度分布函数加以

描述 沙粒的转动效应可以略去不计 沙粒对气流湍流脉动不产生响应

设直角坐标系
,

,
,

习 的 , 平面在铅垂平面 内
, 。 , 轴沿铅垂方向 向上为正

,

轴在

水平面内 若 时刻粒子处于空间点
,

,
, ,

运动速度为 。
,

气流施于该粒子上的作用力为
。 , ,

如前所述
,

我们只关心粒子的群体运动特性
,

为此引入速度分布函数 。 , ,

这

样
,

在 时刻位于空间点 处的体积元 岛 二 , 内运动速度介于 ” 与 。 。 之间的粒

子数为 。 , ,

几 几 其中 几 。二 巧 。
·

若以 , 表示某空间固定点处因粒子间的

相互碰撞而引起的速度分布函数 的变化率
,

则沙粒相速度分布函数的 方程为

鬓⋯豁
·

轰
夕

·

豁
·

六‘晶
·

, 一 场‘

式中 口”
·

表示间隙流体对沙粒的勃性阻尼 经典气体分子运动论中的 方程未

包括这一项 由于在跃移层内粒子为稀相
,

故在下文中将忽略碰撞效应

粒子属性及其通

设在 时刻及空间点 处
,

沙粒相的数密度为
,

对于任意的粒子属性 劝
,

定义它对应

的宏观量为平均值

劝
“一

‘,‘一
‘, 几一几

一一

这里
,

叻 劝 。
, ,

可以是标量
,

矢量或张量 其中积分遍及整个速度空间 下文中若不对积

分限作明确规定
,

则认为是遍及整个速度空间
,

特别是当 劝 。 时
,

万 二 劝 为沙粒相的平均

速度 引入沙粒相的脉动速度
” 一 万

由式 可将任意的粒子属性 劝写成脉动速度 的函数
,

即

叻
叻‘

, 一‘,“
, 一‘, 场一几

一一

设平面 二 以速度 。二 运动
,

其法线方向为
,

于是粒子相对于平面 的运动速度 二 为

二 ” 一 ” , 二 万 一 ” ,

对于平面 二 上的面元
,

在 时间内
,

穿越该面元 且脉动速度介于 斗 之间的粒

子数为 二
·

, ,

场 这里特别考虑以下两种情况

当 。二 万 时
,

即平面 随沙粒相的平均速度一起平动 此时
二 ,

于是单位时间

单位面积内粒子属性 叻
, ,

的净通量为

·

、‘
, 一‘,‘

,
一‘, 场 一 一‘“

, 一‘ , ,
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式中 叻
, ,

称之为粒子属性 叫
, ,

约的通量矢
,

如果 叻为矢量或张量
,

则 叻为两者

的张量积 必须注意式 中积分遍及穿越平面 的所有粒子
,

即包括由正面穿越到负面和

负面穿越到正面的所有粒子
,

因此将其称为净通量
,

即正通量与负通量的代数和 特别地
,

当

喇
, ,

时有

叻
, , 户 一。

, 一

其中 为宏观平均的沙粒相密度
, 口 为沙粒相的传输应力张量 令 一。 为传输

压应力张量
,

则有

式 与湍流理论中的 应力张量的定义是十分相似的

例如取平面 为水平面
,

沿 , 轴正方向
,

于是
·

马 再取 叻 马 即粒子

沿 , 轴方向的动量
,

于是式 的左端便是单位时间单位面积内粒子穿越水平面时所携带的 ,

方向动量的净通量
,

其右端为 马 几 川心 二 几 即 , 方向的压应力

当 二 时
,

即平面 为固定平面 令单位时间单位面积内穿越固定平面 且速度介

于 ” 。 。 之间的粒子数为 。
, ,

场 几
,

则

尸为 。
, , 。

·

。 , , 。、 。 , ,

场
, ,

约实际上是粒子穿越某一固定平面的速度分布函数 即穿面速度分布函数
,

这便是 目前

文献中广泛使用的
“

速度分布函数
”

它与前面提出的速度分布函数 。 , ,

是不同的 式

在风沙流研究中有着重要的应用价值

二维问题的速度分布函数

在风沙流中粒子横向运动速度通常很小
,

若不计粒子 方向的速度分量
,

便简化为二维问

题 此时有
。 , , 。二 , , , ,

,
,

令 尸
二 , , , ,

夕
, 二 , 为单位时间单位面积内

,

穿越高度 的水平平面且速度介于 。 。 ”

之间的粒子数
,

由式 可得

。二 , 。 , , ,
,

, , 二 , , , ,
,

,

设 为单位时间单位面积内
,

由高度为 , 的水平面的负侧穿越到正侧的发射粒子数
,

则

十

“ 一 关
二 , , , , ,‘ 二 , 一 大

, 二 , , , ,“ ,‘ 二 ,

“ , ‘

在研究风沙流问题中
,

有时需要在速度空间中采用极坐标 。 ,

令 。
二 。 , 。 。 ,

则
, , ,
夕

, , , ,
,

,

于是 可表示为

万

一 ” ” ,

“
, ,“ ,‘ ”
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在单位时间单位面积内由高度为 夕 的水平平面的负侧穿越到正侧的粒子中
,

定义速率介于 。

。 之间的粒子数为
, ,

,
, ,

角度介于 之间的粒子数为
, ,

, , ,

则

、、,一日自︺了
、、了‘,、

·

一
,

,‘ 一关
’ 一“

,

一 ,
,

, “

尸 · “
,

一 ,
, 。 一

关
‘一 一“

,

一 ,
, · ·

其中 三 三 与式 和式 类似
,

可以定义粒子属性 叻的另一种平均值

叻 十 一 右 丈 叻 一 , , ,
,

,‘ 二 ,

勺

—、户
、

从式 和式 可以看出 哟 与 哟十 是两种完全不同的统计平均值 通常在风沙流实验中

所作的起跃粒子速度分布的频率图就是 尸 。 的频率图 与式
,

式 类似
,

我们还可以定义由高度为 , 的水平面的正侧穿越到负侧的入射粒子的速度分布函数
,

如 尸一
,

尸一
,

劝犷 和 。一 等
,

这里不再赘述

充分发展的二维定常边界层中沙粒相沿铅垂方向的边缘速度分布

对于充分发展的二维定常边界层流动
,

所有宏观量都不随
, ,

而变化
,

于是 。 , ,

约二
二 , , ,

功 此时粒子相的平均速度只有 方向的分量不为零
,

而且 石
二 石二 功 定义 , 方向的

边缘速度分布
, 、 十 , , 八 」

, 气 “ , 梦 , ” , , ‘ ‘

在风沙流的跃移运动中
,

沿 夕 方向的空气阻力比重力小得多
,

粒子的运动轨迹主要由 , 方向

的重力和 方向的阻力确定 此时
,

对于充分发展的二维定常边界层流动
,

利用式 和式
,

方程可化为

口 口 「
、 、

,

前
一 “毓 瓦 言

, , 一 ”
·

」
一 。

其中

而有

吻 为风速
·

注意到
。二 。 万 一 二

且 丐
,

因而 , , , 。 ,

几
,

,
,

从

几豁一会
一 。

广、刀
了产、、

令
。。 心
。。一心

则式 化为 , 刀
,

从而 , , ‘ 即

, , 心 , 。, 心

由式 可知
,

只要能求得某一特定高度的边缘速度分布
,

比如 , 时的分布 , 二 。

心
,

则任意高度 , 处的分布就由式 确定了 由密度和传输压力张量的定义式 以及式



第 期 朱久江等 风沙两相流跃移层中沙粒相的速度分布

分别可得

, , · 。

一厂
”。 。, 二 一 饥芜

‘一“, 。 、
·

。 ,卜 。 一
“, 。。 、 一 芜

‘一 。, 。 二

鲁
一 。

关
‘一 嘟 初

十

咖二
一 。

兀
‘一 、哩碧攀赴

、一。

上式中已利用分部积分
,

并计及 几
, 。 心 罗 和式 这样

,

我们有

几
一六尸 十
粉

由于
刀斗十
几 二

,

对上式积分可得

十

几 , “ , 一儿
“ “ , “

即传输压应力 几 等于单位面积内高度大于 , 的所有跃移粒子的自重
·

记 从 功 二 心
,

则

几 , 户 ,
,

式 可改写为

场
八

一一石 , 一 一 二
夕

风沙流风洞实验表明
,

密度 沿高度急剧变化
,

用负指数函数
,

即 二 一勺 其中 。和 入为

大于 的常数
,

进行拟合是一种 比较理想的近似 从而由式 可得

泛 一 入几九

积分得

峨 二
。一入“ 十可入

其中 为积分常数 注意到
叶十 ‘〕 场

二 要求
,

所以在不考虑 , 方向空气阻尼的情

况下可得 场 好入
,

从而有

一 , 材

注意到

场 , 心
。

丈 弓、
产十 ‘〕

‘ 了产‘ 甘夕监 八
, ,

八
” 二 一 , ,

, 夕 留 护

尸

实验和理论分析都表明 材全 与 , 无关
,

而 八九 与 , 无关的充要条件是

,

几
,

, , 心

, 、

了 、
了乙气夕 言一二下一

‘

盖 二之
, 一

怂
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其中 。 。 。 为 , 处的粒子数密度 由式 可得

、 , 、 备

一‘
“ ,又器 一才

一“

其中 几才为单位时间单位面积内从 , 二 向上发射的粒子数
,

由式 可得

。
。八
几

杏 、心夕 ,
一

’‘ 而丁 , 七
三走 十 几 一架共孟

二杜

由式 和式 知 马 为标准的 分布
, , 几 为标准的正态分布 在风沙流研

究中经常要用到按下式定义的平均跃移高度和长度

、

、
矛声、

八了勺
‘

了
屯、了

‘
‘

尸

尸

一

念关
‘一

厂
尸 二 , ·。, , 、二

,

、 二 ,

毒兀
‘

厂
尸 一

二 ,

一 , , ·。二
, 。。, 。。二 。。,

在不计 , 方向空气阻力的情况下
,

初速度为
二 , 。 的起跃粒子所能到达的最大高度 二

咭, 式 又可写为

广
二 , 、 二 , 、 」 , 、 , , 、 , , 。一 、

坳万 , 气, , ,‘气, 夕 , 不 厂气 , 几气 , , 气
乙

一 几 、产

将 二 咭
。 和式 代入式 可得 万二 场

,

即

从

定义 尸
,

句 为单位时间单位面积内从 , 平面向上发射的粒子中所能到达的最大高度介于

、 之间的粒子数为 尸
中

哟
,

则

一以一入所
, 。,

才
一

态

一 砧斋
一 , “

“

必

一

图 沙粒密度随高度的分布
‘

‘ 对 ‘” 的实

验数据进行了重新分析
,

得出了 尸
‘

句 与 呈

指数衰减的规律 【
,

这再一次证实了本节导

出的速度分布函数的正确性 从以上分析中
,

我们还可看出以下几个结论是相互等价的

马 为 盯 分布
, 几 为正态分布
尸 为正态分布

与 , 呈指数衰减关系 见图

三。两
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从 恒为常数
需要指出

,

以上结论是在不考虑空气阻尼情况下得到的 正如董飞 所指出的
,

如果考

虑空气阻尼必然导致以上结论和实际情况有所偏差 昊正
,

〕以及本文

的实验表明忽略空气阻尼
,

是一种较为合理的近似

注意到

关
‘一

厂 一
‘

一
一 一 实际上就是单位宽度上的总输沙率

,

因

此由式 可得

二 时了

式
,

式 和式 等对风沙流实验非常有用
,

它们能使宏观测试和微观测试联系起来
,

相互取长补短
,

又能互相验证 比如说
,

如果我们从宏观上能够测出密度随高度的衰减率
,

就

可以由式 计算出场 来 反之
,

如果我们对沙粒的微观运动进行大量随机抽样并计算出

场
,

就可以预报密度随高度变化的衰减率 同样由式
,

如果知道 和 言便可求出 乙反
之

,

若已知 。才和 了又可求出 来 一般说来
,

宏观测试较微观测试更容易操作

设在单位时间单位面积内
,

由高度为 , 二 的水平面起跃的粒子中
,

速率介于 。。 、 。 吻

之间
,

角度介于 。 。之间的粒子数为 尸 。。 , 。 。,

设起跃速率为 。起跃角度
。 的粒子跃移长度为 。 , 。 定义起跃角度 口。 的粒子平均跃移长度为

‘ ” 一 ,

““ ‘ 。
,

““ ” “ “

。一 ‘
一

关
’‘· “。 ,

实验结果及其与理论的 比较

本文还进行了风沙两相流的风洞模拟实验
,

实验中
,

采用集沙仪测量了输沙量 见图
,

采

用频闪摄影技术测量了运动沙粒的速度 见图 从图 和 已有文献上的实验结果 如

的图
,

的图 和图
,

欲【 的图 和图 都可以看出频率分布

的一个重要特点 当速度趋近于零时频率分布也趋于零
,

而且分布形式呈现出幅值越大的方向

变化越缓慢的特点 这些足以说明本文的结论是正确的 以往有人认为 实验结果中
,

当速度

趋近于零时速度分布的频率也趋于零完全是实验误差造成的 本文认为
,

虽然低速粒子较之高

速粒子而言更难拍摄到
,

这会对实验结果产生一定的影响
,

但这个影响不是本质的 从理论上

讲
,

即使实验没有误差
,

这种现象也是必然要发生的 以起跃粒子沿 , 方向的边缘速度分布为

例
,

由式 可知
, 二 , 。 , 。 , 二 , 。 在 , 、 时

,

九
二 ,

的值应该是有限的
,

从而

必然有 尸‘
二 ,

,
,

如果对粒子的速率分布进行统计
,

由式 和式 可知
,

一
刃 ,
一

时
, 十 升 的速度与 沪 同阶

,

以往人们一直认为
,

件 时 尸 的值应该为有限值 而

不为零 甚至是频率分布的最大值点 如 ‘” 将
·

的实验结

果用指数函数来拟合频率分布
,

这显然是一种误解
,

例 中也有同样的问题



力 学 学 报 年 第 卷

补。。翻口。﹃祠﹃﹄祠﹃洲︺上口。一祠一﹄妇的﹃

。 ,
·

一 ,
·

一

穿越 , 平面的发射 和入射 粒子沿 , 方向的速度分布频率

夕
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