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摘　要　不论是材料的断裂强度还是结构的承载能力均存在着明显的“尺度效应”. 本文旨在较全

面且系统地总结断裂力学中的相似方法、无量纲数及其断裂力学中有关的尺度率 , 并给出作者自己

对某些问题的看法和认识.
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1 　历史的简要回顾

大约 500 年前 da Vinci (1452～1519) 最早进行过铁丝承载能力的实验 , 他发现铁丝的承

载能力和铁丝的长度成反比 , 从而发现了现在称之为“尺度效应”的现象.

科学家 Galileo (1564～1642) 曾于 1638 年指出 :“如果物体的尺寸减小 , 它的强度并不按

相同的比例减小. 事实上 , 物体越小其相对强度越大. 因此 , 一条小狗可能在背上驮起两条或

三条同它一样大小的狗 , 但我相信一匹马甚至不能驮起一匹同它一样大小的马”. 现在根据实

验发现 , 一只跳蚤能够驮起是其本身重量 2000 倍的“重物”. 近代 , 断裂力学的先驱 Griffith

发现玻璃丝的强度随直径变小而增加. 同样 , 晶须的强度远比块体大 , 纤维增强在某种程度上

就是利用了这个道理. 这些都和面密度或位错密度随直径的变化规律有关.

据考证[1 ] , 科学家 Fourier ( 1768 ～ 1830) 在 19 世纪初期以及大约 50 年后的 Lord

Rayleigh (1842～1919) 创立了“量纲分析”的某些基本原理 , 成为量纲分析的先驱. 事实

上 , 量纲分析的方法是以 Fourier 提出的“物理方程量纲一致性”原理为基础的. 法国学者 A.

Vaschy 在大约 1896 年得到了现在被称之为的“π定理”. 但直到 1914 年 Buckingham 发表了

具有严格意义的π定理后 , 量纲分析才逐渐被得到承认并在各种学科 , 特别是在工程界得到

了广泛的应用. 第一个单值表征基本物理现象的无量纲组合量是 Reynolds (1842～1912) 引进

的 Re 数[2 ] . 确定可能的无量纲量的数目跟构成这些无量纲组合量的有量纲量的数目之间的关

系 , 对发展相似方法具有极其重要的作用.

A. A. Gukhman 于 1928 年提出了“自相似”的概念1 . 前苏联科学院院士 Ya. B. Zel′
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dovich 于 1956 年提出了“第二类 (或不完全) 自相似”的概念[3 ] .

1895 年 11 月 , W. C. R”ontagen 作出了 X 射线的重大发现 , 该发现为研究金属结构提

供了新的手段 , 但在相当长的一段时间内 , 人们对金属力学参量 (如屈服强度、断裂韧性等)

的计算仍然无能为力. 相反 , 对于一些物理参量 (如比热等) 却可以准确地计算出来 , 其原因

是金属的力学量是结构敏感量 , 而物理参量是非结构敏感量. 所谓“结构敏感”是指对同一种

材料 , 采用不同试样测量某一参量时 , 其重复性不好 ; 反之称为非结构敏感量[4 ] . 换言之 ,

金属的力学参量存在所谓的“尺度效应”. 事实上 , 非金属的力学参量也存在“尺度效应”.

2 　断裂力学中的相似方法和尺度率初步

相似 (similarity) 是指模型和原型对应的相似准数 (similarity parameter) 完全相等. 如对

于存在相似关系的原型 (prototype) 和模型 (model) 之间有如下函数关系

ap = f ( ap
1 , ap

2 , ⋯, ap
n) , am = f ( am

1 , am
2 , ⋯, am

n ) (1)

设有 k 个独立量纲 , 则根据π定理 , 有如下无量纲函数关系式

Πp =Φ (Πp
1 , Πp

2 , ⋯ , Πp
n - k) , Πm =Φ (Πm

1 , Πm
2 , ⋯ , Πm

n - k) (2)

相似要求[5 ]

Πm =Πp ΖΠm
1 =Πp

1 , ⋯ , Πm
n - k =Πp

n - k (3)

　　对于含裂纹体的脆性或准脆性断裂 , 外载荷不外乎为集中力 Pf 、单位长度上的张力 sf 和

应力σf , 问题为确定在上述外力 (可能作用着一种或多种) 具有几何相似的模型的裂纹扩展

条件 , 设结构的特征尺度为 l , 材料的断裂韧性为 K , 材料的泊松比为υ的话 , 则裂纹扩展

条件可以表达为[6 ]

Pf , sf ,σf = f ( l , K ,υ) (4)

　　图 1 　断裂中的“尺度效应”, 断裂应力随尺寸增大而

下降 , 裂纹传播速度随尺寸增大而上升

应该注意的是当给定的是外载条件而不是位移

条件时 , 材料的弹性模量并不包含在上述中[6 ] .

(4) 式中各量的量纲分别为 [ Pf ] = F , [ sf ] =

FL - 1 , [σf ] = FL - 2 , [ l ] = L , [ K ] = FL - 3/ 2 ,

[υ] = 1 . 显然对于脆性断裂而言 , 只有泊松比

为唯一的相似准数 , 即 Π1 =υ. 原型和模型对

应的相似律为[6 ]
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是 , 将材料划分为脆性或韧性是根据在实验室中的实验为基础的 , 当结构含有裂纹时 , 有时同

一材料在同一工况下往往由于尺度效应便可以产生意想不到的断裂的“韧 - 脆转变”. 可以说 ,

这种断裂的“尺度效应”严重地妨碍科学家与工程师根据实验室小试件的实验结果去预测或判

断实际大尺寸工程结构的强度. 现有的宏观力学强度、失效与塑性理论均不能解释或预测这一

现象 , 因为在现有的理论中均没有考虑材料的尺度[7 ] . 关于断裂力学中的其它尺度率由于篇

幅有限 , 这里不可能一一列出 , 可以参阅 [8 ] 的有关讨论.

对于韧性断裂 , 即裂纹顶端的塑性屈服不能再被忽略时 , 如仍假设 K 的存在 , 此时有

Pf , sf ,σf = f ( l , K ,σy ,υ) (6)

根据π定理 , 对于韧性断裂而言 , 有两个相似准数 , 它们分别是Π1 =υ, Π2 =
σy l

K
, 为纪念

力学家 Irwin 对断裂力学的卓越贡献 , 科学家 Barenblatt 将相似准数Π2 命名为 Irwin 数[6 ] , 由

于历史上无量纲数一般用科学家的头两个字母表示 , 如流体力学中的 Re 数、L a 数和 Pr 数等 ,

所以这里用 I r 来表示 Irwin 数 , 即

I r = σy l / K (7)

从 (7) 式可以看出 , I r 数既和材料参数有关 , 又和结构参数有关. 在量纲上 , 它是结构特征

尺寸和裂纹顶端塑性区特征尺寸之比的开方. 因此 , 原则上讲可以应用 I r 数来定义“小范围

屈服 (SSY)”. 关于 I r 数的两个应用实例将在下一节中专门讨论. 对于韧性断裂而言 , 当模

型和原型之间满足

υ( m)
= υ( p)

, I r
( m)

= Ir
( p) (8)

则韧性断裂的有关尺度率仍由 (5) 式表示.

线弹性脆性断裂是一种理想情况. 像对于混凝土、陶瓷和冰等所实际发生的准脆性断裂

(quasi - brittle f racture) , 美国西北大学 Bazant 教授及其合作者从 80 年代初期开始 , 对准脆性

断裂中的尺度效应开展了系统的研究 (有关论文是大量的 , 其总结性参考文献可见 [9 , 10 ]) .

Bazant 提出的用双对数坐标表示的尺度效应的关系如图 2 所示. 从该图中可以看出 , 当结构特

征尺寸足够大时 , 准脆性断裂的行为近似为线弹性脆性断裂 , 反之 , 则和 L EFM 的偏离越来

越大. 关于 Bazant 准脆性断裂尺度效应的实验验证方面的文献也较多 , 如对于耐火陶瓷材料

可见 van Gils 等最近的有关工作[11 ] 、对于混凝土可见文献 [ 12 , 13 ]、对于岩石材料可见

Bazant 等的有关实验[14 ] . 进而 , Bazant 又提出了断面为分维时的用双对数坐标表示的尺度效

应的关系图 , 如图 3 所示.

郑哲敏曾将量纲分析应用于断裂力学[15 ] , 提出了裂纹顶端表征材料内部结构“特征尺度”

的概念 , 并指出对于韧窝断裂 , 该尺度与韧窝尺寸即二相粒子 (或夹杂物) 的有效距离为同一

量级. 事实上 , 当应用具有普适性的量纲分析对含有裂纹体的结构进行相似分析时 , 除材料基

本参数 E ,υ,σy 外 , 作为结果还必然出现被假定为材料常数的断裂韧性 (或表面能) , 而断裂

韧性是不能仅由材料基本参数 E ,υ,σy 决定的 , 还必须考虑材料的不均匀性 , 即反映材料内部

结构的内部尺度. 应该说到目前为止 , 这一问题还没有得到解决 , 有待于深入细致的实验和理

论研究[8 ] . 关于合金材料韧性断裂的表征和断裂模型可参阅文 [ 16 ] 的有关综述. 需要指出 ,

从物理上看 , 对于实际弹塑性材料 , 无细观结构的材料是几乎不存在的 , 因此 K 的量纲 , 以

及是否还需考虑其它量纲 , 仍是尚未解决的问题.
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图 2 　准脆性断裂的尺度效应　　　　　图 3 　考虑断面为分维时有限过程区尺寸的尺度效应

　　郑哲敏指出[15 ] , 对于线弹性材料 ( KIC/ E) 2 为长度的量纲 , 并提出了“它的物理意义是什

么 ?”的疑问. 事实上 , 对于疲劳而言 , 有如下熟知关系式[17 ]

Striation Spacing ≈ 6 (ΔK/ E) 2 (9)

即上述长度和在疲劳裂纹扩展中所对应的量和条痕间距联系在一起. 受到这一点的启发 , 应该

能作出这样的推断 , 即 ( KIC/ E) 2 和裂纹的扩展机理有联系. 再如 , 由著名的 Hollomon 关系式

σ = A ∈n (10)

Krafft 给出如下著名模型

KIC ≈ En 2πd T (11)

式中 : d T 为材料中第二相粒子间距. (11) 式可以改写成如下形式

( KIC/ E) 2 ≈ 2 n2πd T (12)

如对于不锈钢而言 , 应变硬化指数 n = 0145～0155 ; 对于黄铜 n = 0135～014 . 所以对于不

锈钢有

( KIC/ E) 2 ≈ (1127 ～ 1190) d T (13)

对于黄铜有

( KIC/ E) 2 ≈ (0177 ～ 110) d T (14)

从 (12) ～ (14) 式可以看出 , 对于若干合金材料而言长度量 ( KIC/ E) 2 大致为二相粒子间距

的量级.

Cherepanov (1979) 在研究有限变形对裂纹顶端应力、应变场的影响时 , 曾提出有限变形

具有重要影响的区域特征线性尺寸Δ等于[18 ]

Δ =
K2

I

E2λ2 (υ1 ,υ2 , ⋯) (15)

式中 : KI 为应力强度因子 ,λ2 (υ1 ,υ2 , ⋯) 为某一无量纲函数.

Mecholsky 和 Freiman 在研究陶瓷断面的分形特征时 , 提出如下经验关系式[19 ]

( KIC/ E) 2 = a0 D 3 (16)
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上式中 : D 3 为断面的分维增量 , a0 则为陶瓷材料的某一特征结构参数 (量纲为长度) , 但该参

数的物理意义是什么 , 文中并未说明. 文 [19 ] 又提出了如下关系式

KB j = Eb1/ 2
0 　或 　( KB j/ E) 2 = b0

式中 : KB j 为裂纹分叉应力强度因子 , 而 b0 也是一种特征尺度.

另外 , 文 [15 ] 还指出 , 对于合金等材料 , 不能将塑性功看作是表面能的一部分 , 因为塑

性功是体积能 , 与表面能的量纲不同. 略晚 G. C. Sih 也指出[20 ] , 由 Orowan[21 ]提出的将塑

性功和表面能相加是不妥的 (not justified) .

3 　两类自相似理论及其在断裂力学中的应用

根据 G. I. Barenblatt 的定义[3 ] , 自相似是指 : 一种现象如果在某时刻其性质的空间分布

可以通过相似变换从另一时刻得到的话 , 它就是自相似的.

在很多数学物理的分支中都会遇到“自相似”解 (例如可参阅 [2 , 22～25 ] 等等) . 关于

自相似解这里引用 Barenblatt 的一句话[3 ] : 建立自相似解对一个研究者来说总是代表着一种进

步. 应用自相似解具有一个突出的优点 , 那就是该方法可以将很难求解的偏微分方程退化为较

容易求解的常微分方程 , 从而可以在很大程度上使问题的求解得以简化. 所以 Barenblatt 又指

出 : 自相似解还是在解决更困难问题时评价近似方法的一种标准. 那么计算机的出现是不是使

人们对自相似解的兴趣减小了呢 ? Barenblatt 针对这一问题有以下评论 : 　计算机的出现改变

了人们对自相似解的总体认识 , 但并没有减少人们对它的兴趣. ⋯⋯像以前一样 , 自相似解作

为一种具有深刻内涵的物理事实 (fact) 继续吸引着人们的注意力 , 而上述对于更广范围条件

下有效的物理事实表明 , 所研究的过程存在某种稳定性. ⋯⋯当所研究的问题的范围扩大时 ,

针对该问题自相似解的寻找将随之立即开始}. 自相似可以划分为如下两类 :

·完全 (complete) 自相似 , 又称为第一类自相似 ;

·不完全 (incomplete) 自相似 , 又称为第二类自相似.

第一类自相似 , 或完全自相似是指对于如下无量纲函数关系

Π=Φ (Π1 , ⋯ , Πi - 1 , Πi , Πi + 1 , ⋯ , Πn - k) (17)

假如相似准数Πi 趋近于零或无穷大时 , (17) 式可以表示成下式

Π=Φ0 (Π1 , ⋯ , Πi - 1 , Πi + 1 , ⋯, Πn - k) (18)

则称这种现象是关于相似准数Πi 完全自相似的.

第二类自相似 , 或不完全自相似是 Zel′dovich 于 1956 年首先提出的. 式 (17) 中当Πi →0

或Πi →∞时 , 函数Φ也收敛于 0 或 ∞ , 此时函数Φ可以表示成如下形式

Φ=Πα
i Φ1 (Π1 , ⋯ , Πi - 1 , Πi + 1 , ⋯ , Πn - k) + O (Πα

i ) (19)

则该种现象被称为关于相似准数 Πi 是不完全自相似的. 上式中 :α为不规则量纲 (anomalous

dimension) , 而上述过程称为“适中渐进 (intermediate asymptotics)”. 为了说明不完全自相似

和不规则量纲的用途 , 这里仅举一个例子. 疲劳断裂中著名的 Paris 公式为

d a/ d n = A (ΔK) m (20)

式中 : d a/ d n 为每一应力循环的裂纹扩展量 ,ΔK = Kmax - Kmin 为应力强度因子变程. 从传统
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的量纲分析来看 , (20) 式右端的所谓材料常数 A 和 m 是有量纲的量 , 如何从量纲上理解该

式 ? 事实上由量纲分析可得下式[26 ]

d a/ d n = (ΔK/σy) 2Φ(ΔK/ KIC , Kmin/ Kmax , I r , f ×t) (21)

图 4 　指数 m 对 I r 数的依赖关系 (实验材料 4340 钢 , 轧制方

向 A ( o) 、L (·) 、T ( ×) )

式中 : f 为频率. 当ΔK/ KIC →0 , 而且时间

较长时 , 根据第二类自相似原理 , 可知

Φ = (ΔK/ KIC)αΦ1 ( Kmin/ Kmax , Ir) (22)

式中 :α为不规则量纲. 将 (22) 代回 (21)

中 , 便可以得到 (20) 式. 而

m = 2 +α

A = (1/σy KIC) 2 +αΦ1 ( Kmin/ Kmax , I) 求解　　　 　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　　　 　　 　　 　　 　　　 　　 　　 　　　　 　　　　　 　　　　 　　 　　 　 　　　 　　　　　 　　　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　 　　　　 　　　　　　 　　　 　　　　 　　 　　　 　　　　　 　　　 　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　 　　　 　　　　　 　　　 　　 　　 　　　　 　　趞绖　 　　 　　　　 　　 　　 　　 　　　 　　　　 　　　　 　　　　 　　　 　 　　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　 　　 　　 　　 　 　　　 　 　　　 　　 　　　 　　 　　 　　　 　　　 　　　 　　



根据 Carpinteri 后来的进一步研究 , 他又将脆性数划分为“能量脆性数 (energy brittleness

number)”和“应力脆性数 (st ress brittleness number)”两种[29 ] . 由 (27) 式定义的无量纲数

为“应力脆性数”, 而能量脆性数则为

s E =
GIC

σub
(29)

式中 : GIC 为裂纹顶端能量释放率 , 由于对于平面应力而言有 GIC = K2
IC/ E , 所以 (29) 式还

可以表示成

s E =
K2

IC

σu Eb
(30)

因此 , 本文对 Carpinteri 定义的能量脆性数的另一个解释是 , 在量级上它是裂纹张开位移和结

构特征尺寸之比.

考虑到 Cherepanov 的脆性数以及 Carpinteri 的应力脆性数和 Barenblatt 命名的 Irwin 数在

物理意义上的一致性 , 而且 Cherepanov 和 Carpinteri 两者的脆性数在形式上并不一致 , 为了尊

重 Irwin 对断裂力学的卓越贡献以及科学家 Barenblatt 的命名 , 所以本文 (而且在所发表的有

关文章中) 在讨论韧性断裂时 , 仍只采用 I r 数.

在理论演绎中 , 为了使理论具有更高的概括性和更广泛的适用性 , 往往采用一些无量纲参

数 , 这些参数既反映物理本质 , 又是单纯的数字 , 不受尺寸、单位制、工程性质、实验装置类

型的牵制[30 ] . 如上精辟的论述说明了量纲分析以及无量纲数在力学分析中的作用 , 下面本文

将着重讨论 I r 数在断裂力学中的某些应用.

411 　由试件尺寸所引起的断裂的韧脆转变

由上面所述及断裂中的“尺度效应”可知 , 有时同一种材料在同一工况下 , 往往只是由于

试件尺寸便可引起断裂的韧脆转变. 该问题的重要性已经在近年来的有关综述文章和专著中被

多次强调 (例如 [31 , 32 ]) , 这里不再赘述. 下面将用两个有名的例子来说明如何用 I r 数来

表征该种转变[33 ] .

著名的 Ludwik - Davidenkov - Orowan 假设假定 , 脆性断裂和塑性流动为两个独立过程 ,

设外力为应力 , 由量纲分析 , 可得下式

f (σ/σy , I r ,υ) = 0 (31)

断裂的韧脆转变发生时σ = ασy , 其中 0 < α Φ 1 , 此时 (31) 式变为

f ( I r ,υ) = 0 (32)

所以 , 在给定的温度、加载速率等情况下 , 断裂的韧脆转变可以表示成

I r = I rcr (33)

因此 , 断裂的韧脆转变可以理解为当 I r 数达到某一临界值时发生 , 即裂纹顶端的塑性区尺寸

和结构的特征尺寸之比达到某一临界值时发生. 当

I r > I rcr (34)

时 , 断裂形式为脆性 ; 相反则为韧性[33 ] .

例 1 　　Kendall 问题 : 该问题如图 5 所示[34 ,35 ] . 经推导 , 对于文中所选定的特征尺寸 ,

临界 I r 数为

I rcr = 4 3 (35)
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图 5 　Kendall 问题示意图

图 6 　双悬臂梁试件示意图

　　例 2 如图 6 所示的双悬臂梁试件 , 临界

I r 数则为

I rcr = 3 (36)

412 　在复合材料失效分析中的应用

复合材料的失效模式和各向同性材料有

着很大的不同 , 因此也甚为复杂 , 如对于纤

维复合材料 , 纤维和基体的脱粘、纤维断裂、基体材料断裂、分层以及桥联等为其主要失效模

式. 在进行其失效模式分析时 , 一般要涉及到很多参量 , 而此时也正是应用量纲分析进行分析

简化的好用场 , 这对于更好地把握失效模式和对应力学量之间的关系有很大帮助.

上面定义了对于拉应力的 I r 数 , 对于剪应力本文定义一个相应的 I r 数

I rs = τ l / Kc (37)

式中τ为材料的屈服剪应力. 本文之所以定义 I rs , 是考虑到层状复合材料层间相对滑动 (即

当层间剪应力达到极限时) 也是其一种重要的失效模式.

对于纤维增强金属基复合材料 (fibre reinforced MMCs) , 应用π定理可知 , 某一失效模式

对应于下列无量纲函数关系

f (α,β,σy D/ K ,τd/σf ,τd/τf ,τd/σy) = 0 (38)

式中 :α,β为 Durdurs 参数 ,τd ,τf 分别为分层 (debonding) 和层间摩擦 (f riction) 应力 ,σy 和
σf 分别为基体和纤维屈服应力 , D 为纤维直径 (选作特征尺寸) , K 为材料韧性. 由 (38) 可以

得到如下关系式

τd/σf = f (α,β, I r ,τd/τf ,τd/σf) (39)
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式中 I r = σy D/ K 为纤维增强金属基复合材料的一个重要相似准数 - I r 数. Chan 曾提出 ,

由下列关系来表征上述材料的失效模式[36 ]

τd/σf ～σy D/ K (40)

因此 , 通过 (39) 式便容易理解 (40) 式了 , 这也说明可以用 I r 数来表征复合材料的失效模

式1 . 用 (40) 关系式来表征纤维增强 MMCs 的失效模式图如图 7 所示[36 ,37 ] . 另外 , Chan , He

和 Hutchinson (1993) 还利用无量纲数τ l / KC 对陶瓷层状复合材料进行了断裂机理分析[38 ] ,

这里的无量纲数就是由 (37) 式所定义的剪切 I r 数.

图 7 　用 I r 数来划分的纤维增强 MMCs 失效模式图

　1Chan 和 Guo 等文中并没有应用量纲分析来分析复合材料的失效模式.

5 　尺度率与重正化群

直到目前为止 , 对材料强度的“尺度效应”还没有一个非常满意的解释 , 究其原因 , 是由

于一般在研究尺寸效应时没有考虑材料的内部结构或材料内部的内禀不规则性.

重正化群理论在很多物理学分支中得到了广泛应用 , 如量子场论、统计力学、湍流和爆炸

等. 它的目的是在改变物体的粗视化程度 (或物体的长度标尺) 时观察物体中各物理量的变化

规律. 当将重正化和重正化群方法应用于具体问题时 , 有两种彼此不同的步骤[24 ] :

·第一种步骤是计及重正化效应的量纲分析的推广 (extension) ;

·第二种步骤是将重正化群和近似方法 (如摄动法) 联合使用 , 来估计不规则量纲的值.

关于重正化和不规则量纲之间的关系 , 可以参阅 Goldenfeld (1992) 的专著 [24 ] .

Carpinteri (1994) 称他在固体力学中引进了一种全新的方法 ———分形几何和重正化群结

合的方法[39 ] , 他认为这是给无序材料强度和断裂能的尺度效应以合理、一致解释的唯一途径.
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如图 8 所示的两个几何相似、材料一样的物体 , 相似比为 b , 设重正化拉伸强度σ3
u 为材料常

数 , 其量纲为 [力 ] [长度 ] - (2 - dσ)
, dσ为由于裂纹及空洞等缺陷存在对截面造成弱化的量纲减

小量 , 此时截面的分形维数为α = 2 - dσ , 其中 0 Φ dσ < 1 , 这样材料的重正化拉伸强度为

图 8 　两个几何相似、同样材料制成的物体

σ3
u =

F1

12 - dσ
=

F2

b2 - dσ
(41)

式中 : F1 和 F2 分别为各物体的极限拉力. 另

外 , 两物体的名义拉伸强度为

σ(1)
u =

F1

12 ,σ(2)
u =

F2

b2 (42)

由 (41) 和 (42) 两式得到

σ(2)
u = σ(1)

u b - dσ (43)

对上式两边取对数 , 有

lnσ(2)
u = lnσ(1)

u - dσln b (44)

　　 (44) 式如图 (9a) 所示. 另外 , (44) 式还可以表示成

lnσu = lnσ3
u - dσln b (45)

众所周知 , 金属和混凝土的断裂表面具有分形的性质 , 断面的维数在 2 的基础上有一增量

d P , 0 Φ d P < 1 , 如图 8 所示相应的重正化断裂能 P 3
F 为

P 3
F =

W 1

12 + d
P

=
W 2

b2 + d
P

(46)

式中 W 1 和 W 2 分别为耗散在两个物体中的能量. 而和 (42) 式对应的断裂能量为

P
(1)
F =

W 1

12 , P
(2)
F =

W 2

b2 (47)

同样有

P
(2)
F = P

(1)
F bd

P (48)

而且

ln PF = ln P 3
F + d Pln b (49)

上述关系式由图 9 (b) 所示. 经过推导 , 可以得到如下关系式

K 3
I = K 3

IC (50)

式中

K 3
I = σ πa1 - d

P , K 3
IC = (1 + d P) P 3

F E (51)

上式中 , 2 a 为分形裂纹的投影长度 , 此时的应力强度因子量纲为 [力 ] [长度 ] - (3 + d
P
) . 对应

于 (29) 式 , 广义能量脆性数定义为

s 3
E =

P 3
F

σ3
u b

(1 - dσ- d
P
) (52)
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图 9

6 　量纲分析和置换群

Zel’dovich 指出 : 自相似的概念是和解的置换群相联的 , 作为一个规则 , 这些群已经由过

程的微分方程 (或积分 - 微分方程) 来表示. 方程的置换群由方程中变量的量纲来确定 (见

Ya. B. Zel’dovich 为专著 [3 ] 所写的序言) .

量纲分析具有明显群的特征[3 ] . 当量纲分析不足以建立自相似或确定自相似变量时 , 从

群的观点出发考虑问题就显得很有用.

置换与置换群又称为变换或变换群.

首先给出置换群的定义. 设有一组 k 个参量的变换

x′υ = fυ( x 1 , ⋯ , x n ; A 1 , ⋯ , A k) (53)

其中 fυ(υ = 1 , ⋯ , n) 为关于其变量的光滑函数. 如果下列三条都满足的话 , 则说 (53) 为一

个 k 参数的置换群 :

·在 (53) 的变换中 , 存在恒等变换 ;

·对 (53) 中的每一个变换都存在逆变换 ;

·对于一对变换 , 有 A 1 , ⋯, A k 个参数的变换 A 和有 B 1 , ⋯, B k 个参数的变换 B , 而有一

个唯一由 (53) 确定的具有 C1 , ⋯, Ck 个参数的变换 C

Ci = Ci ( A 1 , ⋯, A k ; B 1 , ⋯, B k) (54)

则变换 C 称为变换 A 和 B 的积.

量纲分析是基于π定理. 其大意是对于有 n 个变量的函数

f = f ( a1 , ⋯, ak , ak +1 , ⋯, an) (55)

若有 k 个独立量纲的话 , 则存在如下无量纲关系式

Π=Φ (Π1 , Π2 , ⋯ , Πn - k) (56)

其中

Π=
a

ap
1 aq

2 ⋯ ar
k

, Π1 =
ak + 1

ap
k + 11 aq

k + 12 ⋯ ar
k + 1k

(57)

对于任何正的 A 1 , ⋯, A k , 具有独立量纲的控制参数的相似变换

·333·



a′1 = A 1 a1 , a′2 = A 2 a2 , ⋯, a′k = A k ak (58)

可以由原来的测量单位系统变到另外一种单位系统而得到. 而对于另外其它的参量 a , ak +1 , ⋯,

an , 则随其量纲以下列方式变换

a′= A p
1 A p

2 ⋯ A r
k a , a′k +1 = A p

k +11 A q
k +12 ⋯ A r

k +1k ak +1 , ⋯ , a′n = A p
n1 A q

n2 ⋯ A r
nk an (59)

很明显 , (58) 和 (59) 构成了 k 参数群. 量Π, Π1 , ⋯, Πn - k为该群的不变量. 自相似和

自相似变量可以由辅助群的不变性来确定.

7 　多重断裂和充分发展的湍流之间的比拟

固体的破坏过程被认为是与湍流相并列的力学两大难题之一. 固体的破坏过程和湍流在研

究上有没有共同点 ? 二者之间有没有可以相互借鉴的地方自然成为人们所关心的问题.

高强度材料的使用就必然引入了多重断裂 ( multiple f racture) 的问题. Barenblatt 在方法

论上对多重断裂问题和充分发展的湍流的研究上作出了比拟[6 ,26 ] (analogy) , 而且认为这种比

拟是富有成果的. 很显然在湍流中的介质是流体 , 而在多重断裂中介质是可变形的固体 , 而湍

流中的“涡”对应着多重断裂中的“裂纹”或“缺陷”. 湍流中包含各种不同尺度的相互作用

的涡的级串 (cascade) . 流体中一定小数目的涡 (例如 2～4 个) 的流动正像固体中小数目的裂

纹或缺陷在外载作用下的演化一样可以得到有效的研究. 在对充分发展的湍流的研究中 , 实质

性的进展 (如著名的 Kolmogorov - Obukhov 标度理论) , 对涡的级串而言是建立在统计方法和

相似性原理基础之上的 , 而研究多重断裂也可以采用类似的方法.

对于包含有相互作用的缺陷 (裂纹、空洞、位错等) 级串的可变形固体 , 原则上缺陷间的

相互作用可以分为两类 : 缺陷相互间或是增强或是减弱. 较大缺陷顶端的应力集中引发产生新

的小缺陷 , 反过来小缺陷又促使大缺陷扩展或形核. Barenblatt 和 Botvina 给出如下基本假定 :

在多重断裂中 , 缺陷级串的发展从统计的意义上而言是自相似的. 换言之 , 也就是说无量纲级

串的统计性质始终保持为不变量. 特别地 , 对一种缺陷级串而言存在着一缺陷尺寸的分布曲

线 , 在损伤累积的过程中 , 自相似是指曲线的形式保持固定 , 只有最大频率 N SC 和平均缺陷

尺寸 l SC 变化 , 这样尺寸分布满足如下普遍关系式

N / N SC = Φ( l/ l SC) (60)

图 10 给出的实验曲线表明 , 不同材料在蠕变、疲劳、静态拉伸等条件下的缺陷尺寸分布曲线

存在普适规律 , 这种普适规律竟然针对不同的材料性质、不同的加载条件特别是针对于不同的

尺度成立. 上述关系式被 Borodich[41 ]称为 Barenblatt - Botvina 分布. 另外 , Borodich[41 ]用如下

曲线拟合上述实验结果

ln ( N / N S C) = - ln2 ( l/ lS C) (61)

Borodich[41 ]还指出 , 并不是所有的断裂的自相似和标度性质都可以用分形的方法来描述 ,

Barenblatt - Botvina 分布以及对数周期性等便是这方面的例子.

本文作者[42 ]最近解释了晶体中位错线和流体中涡丝的比拟性以及二者和电磁学中通电导

线所诱导的磁场的比拟性. 该工作的出发点是 , 位错是固体中最为重要的二维 (或线) 缺陷 ;

新近的研究工作表明 , 湍流中包含有非常致密且错综复杂的细微二维结构 ———涡丝[43 ] , Mof2
fatt [44 ]指出 , 涡丝是湍流的“肌腱”. 因此 , 研究固体中位错和湍流中涡丝的比拟性 , 是一个
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有意义的问题. 文 [42 ] 指出 , 螺旋位错的 Burgers 矢量 b 对应于涡丝的环量Γ , 上述量还对

应于导线中的电流强度 I ; 螺旋位错在其附近所诱导的剪切应变γ«z 对应于涡丝所诱导的流

速 , 还对应于导线所诱导的磁场强度 H .

图 10 　各种加载条件下不同材料的曲线尺寸分布

1. 铜多晶 , 疲劳 ; 2. 黄铜 , 静态拉伸 ; 3. 铁 , 蠕变 ; 41347 号钢 , 蠕变 ;

5. 304 号钢 , 蠕变 ; 6. 岩石 (取材于 Botvina [40 ])

　　多重断裂具有多阶段 (multi - stage) 和多尺度 ( multi - scale) 的特点 , 因此在其损伤累

积过程中 , 自相似性也将从一种阶段过渡到另一阶段. 自相似性的失去意味着缺陷级串演化稳

定性的失去 , 而这种稳定性由材料性质和外载作用下 l SC 的某一临界值来表示.

Barenblatt 指出[26 ] , 缺陷级串的统计自相似原理可以成为唯像强度研究和位错、空洞等细

微观研究的一座独特的桥梁. 在湍流的理论中 , 湍流计算的实用方法总是建立在涡级串自相似

的基础上的 , 而这种自相似将计算简化为求关于湍能密度、平均涡尺寸等的非常合理的

(rather reasonable) 方程组. 原则上讲 , 类似的方法也可以应用于材料多重断裂的研究之中.

8 　本文小结

综上所述 , 本文的工作主要集中在以下几个方面 :

·首先简要回顾了量纲分析和尺度率研究的历史 ;

·简要介绍了断裂力学中的有关“尺度效应”, 对于脆性断裂而言 , 模型和原型间的唯一一

个相似准数是材料的泊松比 , 而对于韧性断裂 , 除泊松比外 , 还有另外一个相似准数 , 这就是

Barenblatt 命名的 Irwin 数 I r . I r 数是一个既和材料性质又和结构尺寸有关的无量纲数 , 在量

级上它是结构特征尺寸和裂纹顶端塑性区特征尺寸之比的开方.

·对郑哲敏所提出的“ ( KIC/ E) 2 是长度的量纲 , 它的物理意义是什么 ?”的疑问 , 给出了

自己的初步分析 ;
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·介绍了两类自相似理论 , 即完全 (又称第一类) 自相似和不完全 (又称第二类) 自相似 ,

而一般的所谓“scaling”, 就是第二类自相似问题. 由于失效力学的复杂性 , 可能第二类自相

似理论会在这类问题中发挥更大的作用 ;

·总结了前人在断裂力学中所提出的有关无量纲数 , 它们是 Cherepanov 的脆性数、Carpin2
teri 的应力脆性数和能量脆性数 , 以及 Barenblatt 所命名的 I r 数 , 并讨论了它们之间的关系及

其物理含义. 其实 , 针对郑哲敏所提出的上述长度量 , 本文认为还有一个无量纲数 , 它是 : E

l / KIC , 式中 , l 是某一内部约束 (材料的微结构及内部缺陷等) 或外部约束 (载荷或位移的

边界条件、结构和裂纹的几何形状和尺寸等) 的特征尺寸 , 不过该数的物理含义得等到上述郑

哲敏疑问彻底搞清楚后 , 才能随之清楚 ;

·讨论了 I r 数在断裂力学中的某些应用[45 ] , 如提出由该相似准数来表征断裂的韧脆转变、

区分复合材料不同的失效模式等 , 在剪切失效中 , 还有对应的剪切 I r 数 , 此时该数中的应力

应为剪切屈服应力 , 韧性应为剪开型 ( II 型) 材料韧性 ;

·简要介绍了尺度率与重正化群以及量纲分析和置换群之间的关系. 用群论的观点去认识

量纲分析和尺度率往往会更加增进对问题本身的理解 ;

·介绍了 Barenblatt 所提出的多重断裂和充分发展的湍流之间的比拟 , 两者均采用统计和

相似分析的方法. 在固体多重断裂和湍流的研究方法上 , 二者可以相互借鉴.

量纲分析以及尺度率研究在断裂力学中的应用已经被忽视了很长时间[9 ] . 事实上 , 不只

是断裂构件存在尺度效应 , 尺度效应是工程中一种重要的现象 , 例如爆炸容器结构的动载行为

和强度研究中一个重要问题就是其尺度效应 , 也就是不同结构尺寸的爆炸容器具有不同的失效

强度 , 例如研究表明 , 对于几何和材料相似的爆炸容器 , 如果其特征尺寸分别为 L 1 和 L 2 的

话 , 则其许用应力之间满足下列尺度率[46 ]

σ1/σ2 = L 2/ L 1 (62)

　　探讨材料与结构的尺度效应的原因 , 并建立新的强度、破坏与塑性理论 , 是目前国际学术

界瞩目的中心之一. 从研究的方法来看 , 由于材料的强度是跨越从原子、晶格、位错一直到宏

观尺寸的不同层次的现象 , 孤立地限于一个尺度的研究必然带来局限性[7 ] . 不同尺度与层次

研究的结果与连接将是破坏学科取得突破的主要途径. 由于尺度效应的重要性 , 1994 年在意

大利专门召开了材料和结构失效力学中尺度效应的 IU TAM 专题讨论会 , 而且于 1995 年在剑

桥大学举行的 IU TAM 非线性断裂分析学术讨论会上 , 断裂的尺度效应被列为 3 个议题之一.

由此可见 , 失效力学中有关尺度率的研究近年来得到了国际学术界的广泛重视 , 关于该方面问

题的研究还只是方兴未艾 , 有大量的工作可做.
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SIM ILARIT Y M ETHOD IN FRACTU RE M ECHAN ICS

Zhao Yapu
Laboratory for Nonlinear Mechanics of Continuous Media (LNM) , Institute of Mechanics ,

Chinese Academy of Sciences , Beijing 100080

Abstract 　The“scale effect”exists for either f racture st rength of materials or carrying capabilities of
st ructures. The aim of this paper is to summarize systematically the similarity method , dimension2
less numbers and scaling laws in fracture mechanics , together with some author′s point of views.

Keywords 　f racture , scale (or size) effect , similarity method , dimensional analysis , self - simi2
lar , anomalous dimension , dimensionless number , similarity parameter , multiple f racture , defects ,
analogy , turbulence , vortices , cascade
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