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关于力学变分原理及应用的几点注记
Ξ

徐硕昌
(中国科学院力学研究所, 北京　100080)

摘要: 从论述经典力学中的H am ilton ian 原理的推广开始, 概述泛函分析中算子理论和非

平衡热力学变分原理基于场的变分的新发展。余一对偶变分原理集伴随变分法和广义格

林函数法于一体, 它既是有限元法、又是边界元法最普遍的数学基础; 从物理观点看, 唯象

的非平衡热力学变分原理函盖所有宏观物理体系, 适用于所有连续力学系统, 但作为具体

描述方法还有一定局限, 有待进一步发展。
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1　H am ilton ian 原理及对流体力学的推广

经典力学中的H am ilton ian 原理是描述有限个自由度离散力学系统运动的。在19世纪末和20世

纪初成功地推广应用于电磁场和量子力学的变分描述[ 1 ]。20世纪下半叶, 变分方法在弹塑性理论中

得到极大发展[ 2～ 5 ]。对于流体力学的应用, 相对发展较慢而且受到一定局限。

Serrin (1959)对于早期经典流体力学中变分方法的研究进展作了概述[ 6 ]。F lin layson (1987) 对

于20世纪中流体力学和传热中的变分原理研究作了概述 ( [ 5 ]P334～ 355)。在这篇综述文章中, 按

照“定常、不可压缩、理想流体”,“定常、可压缩、理想流体”,“非定常、可压缩、理想流体”和“定常、不

可压缩、粘性流体”几方面进行总结, 最普遍结论转引如下:

1. 1　定常、不可压缩、粘性流体的变分原理

定常、不可压缩、粘性流体由N avier- Stokes 方程控制:

Θu ju i, j = - p , i + uu i, j j (1)

u i, i = 0 (2)

这些方程被称为 u- p 列式法, 因为它们是以基本变量速度和压力来描述的, 依据变分原理中的泛

函极值条件导出 Euler- L agrange 方程是直接的而无需附加条件。但逆问题成立是有条件的。对于

这样的变分逆问题: 是否存在着一个L agrange 算子, 由它能导出 (1) 和 (2) 作为 Euler- L agrange 方

程?M illiken [ 7 ]的回答是: 倘若L agrange 算子是速度及其导数的多项式, 则不存在这样的算子。

F in layson [ 8 ]用 F réchet 微分证明任何形式的L agrange 算子都是如此, 只有 uο× (ý ×uο) = 0或 uοõý uο

= 0的情形下, u- p 列式法的方程组 (1) 和 (2) 才存在变分原理。Bartem an [ 9 ] , F in layson [ 8 ]以及U sher

和C raik [ 10 ]曾经证明了N avier- Stokes 方程和其伴随方程组所满足的伴随变分原理成立。

在20世纪中所取得研究进展绝大部分局限于定常、不可压缩、粘性流体的范围, 对于可压缩、粘

性流体只有一些特殊的、个别情形被解决。以下我们试图解释为什么会如此。

1. 2　无穷多个分子 (球形、弹性碰撞)组成的宏观力学系统

统计物理中, 应用这样一个模型来描述力学系统宏观运动的不可逆过程[ 11 ]。设系统宏观广义
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坐标Q 1, Q 2, ⋯, Q s, ⋯⋯, 一般系统内部分子运动不仅依赖于物体在给定时刻的运动, 而且还依赖

于这个运动以往的历史, 所以运动方程中不仅会出现广义坐标Q s 和它们的时间的一阶、二阶微高

而且还将出现更高阶微高。在这种情形下, 系统的宏观L agrange 函数当然不存在; 因而不同情形运

动方程将具有完全不同的性质。

当处理系统在某种平衡位置附近的运动时, 可以认为系统的运动由广义坐标Q i 和广义速度Qα
i

所完全决定, 在平衡位置所有Q i= 0, 系统的动能 K (Qα
i) 是广义速度Qα

i 的二次函数, 而不依赖广义

坐标Q i, 外力作用引起势能U (Q i)是广义坐标的二次函数, 耗散力通过耗散函数

f =
1
2

# i, kQ
α

iQ
α

k　　 (# i, k = # k, j ) (3)

给出为- 5f ö5Qα。
引入L agrange 函数L = K - U , 得到运动方程具有形式

d
d t

5L
5Qα

i
-

5L
5Qα

i
= -

5f
5Qα

i
　　 ( i = 1, 2, 3, ⋯) (4)

在这个模型中没有考虑分子形状与非弹性碰撞的影响。

1. 3　连续系统的无穷可分性和可和性

在上述模型中将广义坐标数 n→∞的极限是否就可认为得到连续系统的运动描述?回答是在

无耗散存在时可以严格证明是成立的。将连续系统离散化分为 n 个微元, 假设描述所有微元运动流

型的广义坐标已经被选为是主坐标 n→∞后, 它们构成连续系统运动位型空间的完备系, 任意的连

续系统的运动位型可由所有主坐标线性组合来构成。把连续系统离散化再取极限得到连续系统。极

限过程成立的性质, 我们称之为无穷可分性。

对于耗散的连续系统上述结论就不再能证明, 一般耗散系统的主坐标系不具完备性, 这就是

说, n→∞的极限和耗散系统不一定等价。

要想把H am ilton ian 原理直接推广到连续系统, 就必须先将连续系统离散化、再取极限。假设耗

散连续系统离散化为 n 个有限元, 假设第 i 个有限元可用广义坐标Q i 描述其运动, 如果阻尼力-

5f
5Qα

i
是作用在第 i 个有限元的质心上, 则其运动由方程 (4) 描述。将 n→∞得到的无穷个L agrange 方

程的系统和N avier- Stokes 方程 (1)和 (2)描述的耗散连续系统等价吗?不等价, 因为粘性耗散力以

剪切力形式作用于相邻两有限元之间, 是面力, 不能以体力-
5f
5Qα

i
来替代。

对于理想连续系统既满足无穷长分性、也满足可和性。第 i 个有限元的L agrange 函数L i= K i

- U i, 整个系统的L agrange 函L 等于 n 个有限元L agrande 函数L i 之和, 即

L = 2
n

i= 1
L i = 2

n

i= 1
(K i - Q i)

相应的 Euler- L agrange 方程为

d
d t

( 5L
5Qα

i
) -

5L
5Q i

= 0　　 ( i = 1, 2, ⋯, n) (5)

当 n→∞ (5)描述的H am ilton ian 系统和 Euler 方程描述的理想不可压流体系统是完全等价的。

直接推广H am ilton ian 原理的二个条件: 无穷可分性和可和性决定适用范围为线性保守系统。

直接通过场的变分表述可以回避这两个条件限制。对于不可压缩粘性流体, 温度场和速度场可分别

求解, 能量方程和运动方程不耦合, 运动能量被粘滞耗散作用变成热能, 不考虑温度场再反过来对

流体运动的影响, 可压粘性流体运动的速度场和温度场要同时耦合求解。泛函分析算子理论中的余

一对偶变分原理[ 12 ]和非平衡热力学中耗散结构的变分原理[ 13 ]正是从整体场的变分取得的成功。从

数学观点看, 将自伴线性算子推广到非自伴, 算子方程和对应伴随算子方程要同时求解, 再应用广

义格林定理将算子方程耦合对偶算子方程求解, 最新最完整的结果是余一对偶变分原理; 它集伴随

变分法和广义格林函数法于一体, 既是有限元的数学基础, 也是边界元的数学基础[ 12 ]; 从物理观点
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看, 唯象的非平衡热力学函盖所有宏观物理体系, 适用于所有连续力学系统, 耗散结构的变分原理

具有普遍适用性[ 13 ]。

2　余- 对偶变分原理和耗散结构变分原理

2. 1　余- 对偶变分原理[ 12 ]

假设线性算子 T 是映H ilbert 空间H 入另一H ilbert 空间G 的连续映象, E 是映G 到其对偶空

间G′的正则同构映像, T
3 为的伴随算子, 既满足

〈Ρ, T. u〉v = 〈T 3 Ρ, u〉u　 (Ρ∈V ′) (6)

　　假设 8 为 R ″中有界开集, 58 为 8θ 的光滑周界。

58 1 ∪ 58 2 = 58 ; 　58 1 ∩ 58 2 = 5 (7)

考虑如下一般的抽象线性边值问题:

T u = v , 在 8 内: B u = g , 在 58 1 上;

E v = Ρ, 在 8 内;

T 3 Ρ = f , 在 8 内: B 3 Ρ = h , 在 58 2 上

(8)

应用变分方法求解上述抽象算子问题 (2- 3) 可以证明如下余一对偶变分原理: 任意满足抽象算子

问题 (8)的解组w = (u , v , Ρ)∈H ×G×G′是如下二次泛函的极值点:

L 0 (u, v , Ρ) =
1
2
〈E v , v〉G + 〈Ρ, T u - v〉G - 〈f , u〉H + 〈∆0Ρ,B u - g 0〉5G

- 〈h0, Χ0u〉5H (9)

　　在上式 (9)中,〈õ,õ〉G ,〈õ,õ〉H ,〈õ,õ〉5G ,〈õ,õ〉5H 表示在空间G′×H , H ′×H , 5G′×5G 和 5H ′×

5H 上对偶配对 (duality pairing)。由于在 8 内, E v= Ρ成立, 自然在 58 上成立

∆0E v = ∆0Ρ (10)

另外,

g 0 =
g , 　　　　　在 58 1 上 (g 在 5G 上给定)

g 0 (u) ≡B u　在 58 2 上
(11)

h0 =
h (Ρ) ≡B 3 Ρ, 在 58 1 上

h , 　 　　　在 58 2 上 (h 为 5H ′上给定)
(12)

　　在[12 ]中, 给出上述普遍的余一对偶变分原理的证明, 同时给出这个原理的七种特殊情形下的

表述。作为此原理的应用实例, 给出了在弹性理论中14种情形下的具体应用。进一步概述了对于这

种原理在塑性理论、流体力学、磁流体力学和热传导问题中的广泛应用。

2. 2　耗散结构的变分原理[ 13, 14 ]

耗散结构和自组织理论是 P rigogine 为首的布鲁塞尔学派创立的远离平衡态的开放系统的非

平衡热力学理论的新体系, 由于这一卓越贡献而荣获1977年度诺贝尔化学奖。

1969年 P rigogine 在“理论物理学和生物学”国际会议上正式提出耗散结构理论。对于一个远离

平衡的开放系统 (不管是力学的、物理的、化学的、生物的乃至社会的、经济的系统) , 通过不断地与

外界交换物质和能量, 在系统内部某个参量变化达到一定的临界值时, 通过涨落, 系统可能发生突

变, 即非平衡相变, 由原来的混乱无序状态转变为一种在时间上、空间上或功能上有序状态。这种在

远离平衡的非线性区形成的新的稳定的宏观有序结构, 由于需要不断与外界交换物质或能量才能

维持, 因而称之为“耗散结构”。

经典力学中的变分原理在非平衡热力学中得到极大地发展, 这些变分原理包括最小熵产生原

理; 超量熵产生最小定理和局部动力势变分原理。

1) 最小熵产生定理
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依据质量、能量守恒关系计算出熵产生率:

P =
d iS
d t

= 2
Θ
J ΘX Θ (13)

其中 J Θ是各种不可逆过程 (如化学反应、热流和扩散) 有关速率, X Θ为与此对应的广义力 (如化学

亲合力、温度梯度、化学势梯度)。

在线性非平衡热力学中, 证明了最小熵产生定理: 对于充分接近平衡区的定态, 熵产生达到最

小, 在同一边界条件下, 与此参考态相邻近的态, 具有较高的熵产生。最小熵产生定理意味着存在一

个变分原理。熵产生率的时间变化率dp
d t

是一个热力学宏观参数的泛函。

在定态满足

∆ dp
d t

= 0 (14)

稳定的定态 ∆2dp
d t

> 0; 不稳定的定态 ∆2dp
d t

< 0。这是保守力学系统最小势能原理在线性非平衡热力

学中的推广。在远离平衡态区域, 最小熵产生定理不再成立; 而成立超量熵产生最小定理。

2) 超量熵产生最小定理

在远离平衡态区域, 熵的时间变化率包括两部分, 即

dp
d t

= 2X Θ(
dJ Θ

d t
) + 2J Θ(

dX Θ

d t
) =

dJ p
d t

+
dX p
d t

(15)

而线性区域成立

dX p
d t

≤ 0 (16)

　　对于普遍情形下, 保证定态稳定的条件是

2
Θ
∆J Θ∆X Θ≥ 0 (17)

这里 ∆J Θ和 ∆X Θ是来源于状态偏离参考态时超量流和超量力。

把熵看作非平衡定态的一个函数, S 0为参考态的熵值。S 在 S 0邻近可展开为

S = S 0 + ∆S +
1
2

∆2S (18)

在力学平衡范围内能证明

1
2

d
d t

∆2S = 2
Θ
∆J Θ∆X Θ (19)

在非线性非平衡态热力学理论中证明了超量熵产生最小定理: 在平衡态

1
2

d
d t

∆2S = 0 (20)

由 (17)和 (19)得到 1
2

d
d t

∆2
S ≥0对应参考态稳定的条件。

3) 局部动力势与变分原理

在偏微分方程理论中, 将其化为等价的变分方程和积分方程求解, 可以降低对解的光滑性要

求, 这也是求广义解的基本出发点。经典变分法中, 在一次连续可微函数集中求出二阶的 Euler 方

程的解, 放宽了可取函数范围。在非平衡热力学中, 将可取函数范围放宽到最大范围——热力学的

涨量参量, 实质上是应用 Galer R in 方法来推广H am ilton ian 原理。

从系统的质量、动量和能量变化方程出发:

5ΘΧ

5t
= 〔. Χ〕; Θ5v i

5t
= 〔( i〕;

5(Θe)
5t

= 〔Y〕 (21)

用 ∆(. ΧT
- 1) , T

- 1∆v , ∆T
- 1分别对上述三个方程取内积运算相加得到:

∫ 5ΘΧ

5t
- 〔. Χ〕

0
∆(ΛrT

- 1) + Θ5v i

5t
- 〔( i〕

0
T - 1∆v i +

5(Θe)
5t

- 〔Y〕
0
∆T - 1 dΣ= 0 (22)
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其中下标0为参考态 (依赖时间 t 和 x i) , 对 (22)进行分部积分并利用在边界上诸量变分为零的条件

导出局部动力势

L (T , T 0, ΛΧ, ΛΧ0, v i, v i0) (23)

由此得到

Ω=∫L (T , T 0; ΛΧ, ΛΧ0; v i, v i0) dΣ (24)

这是H am ilton 函数在非平衡热力学中具体推广形式。

由泛函 Ω的极值条件

∆Ω= 0 (25)

得到的 Euler 方程正是三类守恒方程 (21)。

从物理观点讲, 非平衡热力学体系是一个无所不包的宏观体系。变分方程 (25) ∆Ω= 0也是一个

普遍原理, 但在[13 ]中是在固定边界条件下进行证明的。类似经典变分法中自由边界变分问题, 这

一变分原理有待推广。

3　各种变分原理在力学和物理问题中的应用

现代数学和数学物理相结合形成二大研究方向: 其一为数学物理中的微分几何方法; 其二为数

学物理中的泛函分析方法。现代数学物理方法即是基于泛函空间、拓朴流型和群论等现代数学方法

应用于求解数学物理问题的新发展。应用现代变分理论求解力学和物理问题的步骤可用下表描述。

在泛函分析中线性泛函分析是发展较成熟的部分, 主要包括抽象空间理论, 线性算子理论和广

义函数理论; 相对而言, 非线性泛函分析正处于蓬勃发展阶段, 它为数学物理问题中非线性方程的

定性分析和求解, 为研究无穷维空间的微积分, 变分问题, 分叉、混沌和突变理论提供强有力的工

具[ 15, 16 ]。

4　结　论

通过连续系统离散化取极限过程将H am ilton ian 原理直接推广到保守无耗散系统是可以严格

证明的。这个过程成立要满足无穷可分性和可和性两个条件. 对于不可压粘性流体, 粘性力归入外

力做功项。这个问题简单在于速度场和温度场可分别求解, 动能耗散完全变为热能。

泛函分析中新发展的余一对偶变分原理集伴随变分法和广义格林函数法于一体, 既是有限元,
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也是边界元的普遍数学基础。不过只限于线性情形下成立。在具体边界条件下求基本解是每个新问

题要首先解决的问题。

原则上讲, 耗散结构变分理论适用于所有宏观力学和物理系统, 应用时一般有固定边界条件和

无限范围系统条件的局限, 如何将位势理论普遍推广到局部动力势也有待进一步研究。

广义函数是格林函数的普遍数学理论, 将变分法和广义函数相结合应用于边界有限元方法具

有广阔应用前景, 值得深入研究。
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Some Notes on the Var ia tiona l Pr inc iples of M echan ics
and Their Appl ica tion s

X U S hou2chang
( In stitu te of M echan ics, A cadem ia Sin ica, Beijing 100080, Ch ina)

Abstract: T h is paper discusses the lim itations of ex tension of classical H am ilton ian P rincip le to

con tinuous system s, then review s the new developm en ts of operational theo ry in functional analysis

and variational p rincip les in non2equilibrium thermodynam ics based on field variation.

Comp lem en tary2dual variational p rincip les including adjo ined variational m ethods and generalized

Green function m ethod are bases of fin ite elem en t analysis and boundary elem en t analysis as w ell.

F rom the po in t of view of physics, variational p rincip les of m acroscop ic non2equilibrium

thermodynam ic can be app lied to all con tinuous m echan ical system s. How ever, they have som e

lim itations in app lication scope and rem ain to be developed.

Keywords: fin ite elem en t m ethod; boundary elem en t m ethod; comp lem en tary2dual variational

p rincip les; local k inem atical po ten tial
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