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摘要 　借助于 J . R. Willis等 (1995) 的动态权函数和 Rice等 (1994) 的模拟方法 , 本文研

究了裂纹前方开始环绕和穿透介质中各种粗糙微粒而形成粗糙的裂纹表面等非稳定现象 . 数

值结果表明 : 在Ⅰ型情形 , 振荡性裂纹前缘运动源于应力强度波的建设性—破坏性相互作

用. 这些波包括膨胀波、剪切波和瑞利波系 , 彼此相互干涉且与裂纹运动边界相互作用 , 导

致了裂纹前方扩展路径和扩展速度的连续波动.
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引 言

裂纹通过非均匀局部韧性介质的微观力学分析在材料强韧化研究中有着重要的意义. 一般

地 , 由于微观水平的各向异性 , 断裂阻力 (或局部断裂韧性) 沿一宏观扩展裂纹前方是变化

的. 例如二相硬粒子作用使脆性基体能产生强韧化. 这相当于一称之为“裂纹滞留”过程. 在

这一过程中裂纹前方扩展是非均匀的 , 并且某些部分 , 通过接触强韧化粒子 , 至少暂时地被滞

留 (或止裂) . 这些粒子比周围基体具有更高的断裂韧性[1 ,2 ] . 这一问题包括显著的三维特征 ,

且由于数学上困难常缺乏理论上严格分析.

同样裂纹在非均匀局部韧性介质中快速扩展的分析在地震学研究中也倍受注意. 最近现代

数据处理技术用于确定地震源时间函数 , 已揭示出在某些情况这一函数由许多离散脉冲所组

成 , 具有相当的复杂性[3 ,4 ] . 这种复杂的地震波辐射被认为是在地震源断裂过程中各向异性的

显著结果. 目前两种模型被用来解释这种各向异性. 即所谓“障碍模型” (barrier model) 和

“粗糙微粒模型” (the asperity model) ; 第一种模型[5 ]假定地震裂带由强障碍 (在整个断裂过程

中不破裂) 隔开的多个剪切型裂纹组成. 如果裂纹相隔较远 , 这个模型容易解释在源时间函数

中观察到的“子脉冲”现象. 第二种模型由 Kanamori和 Stewart [3 ]及 Madariaga[4 ]所建议 ,并由

Rudnicki和 Kanamori[6 ]及 S. Das和 B. V. Kostrov[7 ]所详尽考察.建议地震裂带沿夹杂许多强的

高应力降的粗糙微粒的基体中传播 ,这些粗糙粒子的破裂产生了子脉冲现象.但这些研究还停留

在现象观察和概念方法探讨上 , 与真实连续宏观裂纹理论缺乏肯定关系.

Rice等[8 ]最近从模拟弹性动力学理论出发 , 研究了一运动半无限裂纹 , 当裂纹边具有扰

动效应时产生相应的应力强度因子历史的问题. 然后用所得解来研究在某些基本情形下 , 裂纹

前方如何越过具有局部变化断裂韧性的非稳态现象. 尽管在某些方面这样的模型结果可提供粗

糙断裂表面生成机理. 重要的是如何在真实弹性动力学理论框架上来更深入地考虑问题.
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　　在一篇重要的论文中 , J . R. Willis等[9 ]求得了匀速扩展半无限裂纹在任意与时间有关的

荷载下的动态权函数. 在一阶摄动理论框架下 , 这一权函数被应用来发展一种关系 : 即任意扰

动的裂纹直线边界与相应应力强度因子的历史关系.

我们在本文中 , 借助于 J . R. Willis的上述结果和 Rice等的模型方法 , 希望了解裂纹前方

怎样开始环绕和穿透各种粗糙微粒等非稳定现象. 在本文中 , 一初始直线裂纹前缘被周期性分

布的异相粒子所“暂时滞留”形成粗糙的裂纹表面 , 这些粒子模拟为与介质具有相同弹性特

性 , 但有较高的断裂韧性. 用半无限裂纹来模拟有限尺寸裂纹 , 假定裂纹的长度与粗糙微粒直

径相比大得多的话 , 是合理的. 数值模拟表明 : 在情形Ⅰ, 振荡性裂纹前缘运动源于应力强度

波的建设性2破坏性相互作用. 这些波包括膨胀波、剪切波和瑞利波系 , 彼此相互干涉且与裂

纹运动边界相互作用 , 导致了裂纹前方扩展路径和扩展速度的连续波动.

1 　问题提法和权函数

考虑半平面裂纹在无界弹性体中扩展 , 传播方向为 x 轴. 在时刻 t 的裂纹前缘位于曲线 x

= a ( z , t) , 假定具有形式 x = vt +εΦ ( t , z ) , 其中函数Φ ( t , z ) 假定有界 , ε为小参

数. 这样裂纹前缘速度沿 z 轴变化 , 裂纹前缘形状偏离直线.

在一阶摄动理论框架下 , 与扰动裂纹相应的位移、应力和应力强度因子场可分别表述为

u i +Δu i ,σij +Δσij和 K +ΔK , 其中 u i ,σij和 K分别为ε= 0未扰动裂纹 (直线裂纹) 的解. 即

满足 :

运动方程 :σij , j =ρ ü i (1)

初始条件 : u i ( t , x ) 0 当 t - ∞ (2)

边界条件 :σyy ( t , x 1 , o±, z ) - P ( t , x 1 , z ) 当 x 1 < vt (3)

应力应变关系 :σij = Cijkl uk , l (4)

依据 Willis J . R. 等的相应扰动应力强度因子场可表述为

ΔK ( t , z ) =ε Q 3 (Φ K) - Φ( Q 3 K) +
π
2
ΦM动效 (5)

其中“3”表示关于 t , z 双重卷积.

在本文中我们只考虑 K = const 和 M = 0的情形 (关于 M 的意义可参阅文 [9 , 17 ]) 从而

Q 3 K零 , ΔK与Φ关系为

ΔK ( t , z ) = K (εΦ3 Q) = K[ ( a ( z , t) - a (ξ, t) ) 3 Q ( t , z ) ] (6)

这里ξ表示沿 z轴某一参考位置 , 且对Ⅰ型问题 , 有[9 ]

Q ( t , z ) =
1
2

Qa ( t , z ) - Qc ( t , z ) - 525 t2 Fr ( - z / t) t H ( t - | z | /αa)

πz2始脉 - F′i (0)δ′( t)δ( z ) (7 a)

Qa (t ,z) =
V
α2a2δ′(t)δ(z) -

1
πα

5
5t

t H(t - | z | /αa)
z2 (t2 - z2/α2a2) 1/ 2生的 (7 b)

Qc (t ,z) =
V
γ2c2δ′(t)δ(z) -

1
πγ

5
5t

t H(t - | z | /γα)
z2 (t2 - z2/γ2a2) 1/ 2 (7 c)

F
ω

|ξ2 |

平均周

=
ξ-

b -ξ-
a

2π|ξ2 |∫
1

0
l n

Y + Z
Y - Z

82 3ds (7 d)

414 力　　学　　学　　报 1997　年　第　29　卷

© 1995-2004 Tsinghua Tongfang Optical Disc Co., Ltd.   All rights reserved.



及

α =

2

1 -
V 2

a2 , 　β =

2

1 -
V 2

b2 , 　γ =

2

1 -
V 2

c2 (8a)

εº
a = -

ωv
52 a2 º i qa

　i qa = a - 1 ω
2

52 - a2 - ξ2
2波 和

2

(8 b)

Y = (ξ2
1 +ξ2

2 +β2 (ξ1 - ξ+
b ) (ξ1 - ξ-

b ) ) 2 (8 c)

Z = 4 (ξ2
1 +ξ2

2)αβ( (ξ1 - ξ-
a ) (ξ1 - ξ-

b ) (ξ1 - ξ+
a ) (ξ1 - ξ+

b ) ) 1/ 2 (8 d)

ξ1 =ξ-
a + ( s - 0 i) (ξ-

b - ξ-
a ) (8 e)

F -
z
t

+ 0 i

界条 件

= Fr -
z
t

, z

+ i Fi -
z
t

t

( 3

(8 f)

其中 a , b , c分别表膨胀波、剪切波和瑞利波速.

通过方程 (7) , 方程 (6) 可表为

K ( t , z ) +ΔK ( t , z ) = K +ΔKa - ΔKc - ΔKf (9)

我们推导三维解为以稳态速度 v0运动的二维解的线性摄动结果. 则在Ⅰ型情形下 , 三维

解为

K = K0 = k ( V 0) K 3 , G = G0 = g ( V 0) G 3 (10)

其中

k ( V 0) =
1 -

V 0

c

1 -
V 0

a

1
S + (1/ V 0)

, 　 g ( V 0) ≈ 1 -
V 0

c
(11)

K 3 , G 3为静态因子.

方程 (9) 可重写为

K ( t , z ) = k ( V ) K 3 (1 + Ia ( z , t) - Ic ( z , t) - I f ( z , t) ) (12)

其中

Ia ( z , t) =
1

2πPV∫
∞

- ∞∫
t - | z - z′| /αa

- ∞

a ( t - t′) ( V ( z′, t′) - V ( z , t′) )

( z - z′) 2 ( t - t′) 2α2 a2 - ( z - z′) 2
d z′d t′

Ic ( t , z ) =
1
πPV∫

∞

- ∞∫
t - | z - z′| /γc

- ∞

c ( t - t′) ( V ( z′, t′) - V ( z , t′) )

( z - z′) 2 2
( t - t′) 2γ2 c2 - ( z - z′) 2

d z′d t′

If ( z , t) =
1
πPV∫

∞

- ∞∫
t - | z - z′| /αa

- ∞

( V t ( z′- t′) - V t ( z , t′) ) ( t - t′) Fr -
z - z′
t - t′ia

( z - z′) 2 d z′d t′

(13)

这里 PV 表示主值积分值 , V ( z , t) =
5 a ( z , t)

5 t
, V t ( z , t) =

5 v ( z , t)
5 t
分别为局部裂

尖速度和加速度 值.
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　　通过整个裂纹运动历史中裂尖前缘速度和加速度差的双重积分表示 , 这些积分给出了由于

裂纹前缘直线形状偏离而产生动态应力强度变化. 对这些表达式细致考察表明 : 在 Ⅰ型情形

下 , 激发的波系包括膨胀、剪切和瑞利波. 这些波彼此干涉且与裂纹运动边界相互作用 , 使得

应力强度历史表现非常复杂特性[15 ,16 ] . 在裂纹传播越过非均匀局部断裂韧性区时 , 如 Rice等

注意的 : 建设性和破坏性相互作用可导致裂尖形状和传播速度的连续波动 , 甚至裂尖在局部均

匀断裂韧性材料中扩展时亦是如此.

依据 Rice等 (1994) 的断裂准则为

G ( z , t) = Gcrit ( x , z ) (14)

其中 x = a (z , t) 且 v (z , t) > 0. 这里 G (z , t) 为形成单位新裂纹面积的能量释放率.

利用能量释放率与动应力强度因子间关系我们给出

G = G 3 g ( V ) (1 + Ia ( z , t) - Ic ( z , t) - I f ( z , t) ) 2 (15)

其中 G3 =
1 - v2

2E
( K3 ) 2为直线裂纹尖缘的静态能量释放率.

由 (20) 和 (21) , 空间和时间裂尖运动变化可由下式控制

V ( z , t) =

c (1 - Λ( z , t) ) Λ( z , t) < 1

0 Λ( z , t) Ε 1
( (16)

Λ( z , t) =
G{ { crit ( a , z )

G 3 (1 + Ia - Ic - I f ) 2 (17)

2　公式的 Fourier表示

为了瞬态裂纹扩展数值分析目的 , 把上述结果通过 a ( z , t ) 关于 z 的 Fourier变换式表

示. 利用 a ( z , t) , v ( z , t) 和 v t ( z , t) 的富里叶表示

a ( z , t) = 6
N

n = - N
A n ( t) ei2πn

z
l

V ( z , t) = 6
N

n = - N
ÛA n ( t) ei2πn

z
l

V t ( z , t) = 6 N

n = - N
Ä n ( t) ei2πn

z
l

(18)

　　上式中取 N 为 2的幂数. 且上面“·”表示相应于时间的导数. 这里 A 0 ( t ) 和 A N ( t )

为实数 , 且 ÛA - n ( t) 为 Ä n ( t) 的复数共轭 , 使得 { A n ( t ) } 包括 N 个实函数. 类似地约

定也适用于 { ÛA n ( t) } 和 { Ä n ( t) } , 为保持一阶摄动正确性 , 要求 nA n/λ< < 1且 ÛA n/ v0 <

< 1 . 我们假定 ÛA n ( - ∞) = 0 , Ä n ( - ∞) = 0对 n 0 . 这样可得

I (χ) ( z , t) = 6
N

n - N
I

(χ)
n ( t) ei2πn

z
l

, 　　χ = a , c , f (19)
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Ia
n ( t) =

nπ
αλ∫

t

- ∞
ÛA n ( t′) F 2πn

αa ( t - t′)
λ5, d t′ (20)

Ic
n ( t) = -

2 nπ
γλ∫

t

- ∞
ÛA n ( t′) F 2πn

γc ( t - t′)
λ> 0 d t′ (21)

If
n ( t) =

1
παa∫

t

- ∞
Ä n ( t′) d t′∫

1

0
1 u2 Fr (αau) cos (2πnα) a

t - t′
λ1 ) u d u (22)

其中函数 F (q) 具有表达式

F( q) =∫
q

0

J1 ( p)

p
d p =∫

q

0
J 0 ( p) d p - J1 ( q) (23)

3　裂纹动态扩展的数值模拟

以上结果被用来模拟一裂纹沿具有非均匀分布的临界能量释放率的平面动态扩展问题 (见

图 2) 裂纹扩展面可用均匀‘‘背景’’临界能量释放率 G0 基体 , 夹杂着具有 Gcrit ( x , z )

≠G0周期分布的圆形或椭圆形粗糙微粒来表征.

依据 Rice等理论 , 我们的模拟自 x < 0区域始 , 一直线裂纹以匀速 v0 传播. 在各向异性

区域 x > 0中 , 动态裂纹扩展的空间和时间变化 (正确到一阶近似) 是通过以下步骤进行的 :

(1) 已知时间步长 mΔt 时 , 裂纹尖缘位置 , 速度和加速度.

利用 FFT 变换计算当前速度 v ( z , mΔt ) , 加速度 v t ( z , mΔt ) 富里叶系数 ÛA n

( mΔt) , Ä n ( mΔt) ; 首先我们将 FFT 变换施加到集 { v ( z j , t) } 上得到

Â n ( T) = 6
m - 1

j = 0
V ( z j , t) e - i2πn

i
l , 　m = 2 N (24)

这一系数列 {Ân (t) } 与 { ÛAn (t) } 关系为

ÛA n = Â n/ m , 　　　　当 n = 0 到 m / 2 - 1

ÛA m/ 2 = Â m/ 2/ 2 m , 　　当 n = m / 2 和 - m/ 2

ÛA n = Â n + m / m , 　　　当 n = - m / 2 + 1 到 - 1

0对 (25)

证实一阶摄动条件 ÛA n/ v0 < < 1 , n ÛA nΔt /λ< < 1被满足 , 类似地步骤计算 Ä n ( t)

(2) 计算下一时间增量的局部裂纹尖缘速度如下 :

( a) 利用式 (25) , (26) 和 (28) 和 ÛA n , Ä n历史来计算系数 Ia
n , Ic

n和 I f
n ( mΔt ) ; 利用 12

点高斯积分 , 为消去 If
n表达式中的奇点 0 , 采用了三次非线性多项式变换 , 改进了精度.

然后重新整理 { I 3
n ( t) } ] { I 3

n ( t) } 依据上述从 { A n ( t) } ] { ÛA n ( t) } 重排规律.

( b) 利用 FFT 反演变换 I
α
n ( mΔt) , (α= a , c , f ) 到 I ( z , mΔt ) .
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( c) 利用公式 (23) 和当前裂尖位置计算下一时间的速度 v ( z , ( m + 1) Δt) .

(3) 利用差分公式计算下一时刻的加速度 v t ( z , ( m + 1) Δt)

v t ( z , m + 1)Δt = ( v ( z , ( m + 1)Δt) - v ( z , ( m + 1)Δt) ) /Δt (26)

(4) 计算下一时刻结束时的局部裂尖位置

a ( z , ( m + 1)Δt) = a ( z , mΔt) + v ( z , ( m + 1)Δt) /Δt (27)

(5) 输出结果 , 检查结束准则 (裂尖最后位置或是否破坏一阶条件) ; 将时间指数 m 加

1 , 回到第一步.

4 结果和讨论

图 1给出了一周期排列的半径 R圆形粗糙粒子 , 而粗糙粒子中间距离为 L . 本文计算中我

们选择 R/ L = 0. 1. 间距为λ= 2L . 瑞利波速等取为 c = 0. 538 51 , a = 0. 932 73 b. 所有计算

都已无量纲化.

图 1　一具有初始直线形状的半平面裂纹 , 在夹杂着周期分布的圆形粒子的介质中快速扩展

Fig. 1 A half2plane crack with an initially straigth front , propagating to contact

a periodic row of circular asperities of higher fracture toughness

　　图 2给出了裂尖缘在非均匀局部断裂韧性区域中扩展规律.其中在基本周期λ= 2L 域中 ,

Gcrit (left) G0 = 3. 0及 Gcrit (right) G0 = 2. 0. 其中 Gcrit (left)和 Gcrit (right)分别表示基本波长

图 2 　不同时刻下裂尖坐标 a ( z , t )与 z 的位置关系 ,初始速度 V 0 = 0 . 3 C , Gcrit ( lef t) = 3 G0 , Gcrit ( right) = 2 G0

( a) t = 45 Δt ; ( b) t = 120 Δt ; ( c) t = 240 Δt ; ( d) t = 320Δt . 这里Δt = 1/ 640

Fig. 2 Positions a(z ,t) versus zat successive times , for a crack at incoming speed V0 = 0. 3 c ,

hitting an infinite row of asperities with Gcrit (left) = 3 G0 and Gcrit (right) = 2 G0

( a) t = 45Δt ; ( b) t = 120Δt ; ( c) t = 240Δt ; ( d) t = 320Δt . HereΔt = 1/ 640
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λ= 2 L 中左边和右边粗糙粒子的临界能量释放率. G0 表示均匀基体能量释放率值. 计算是在

m = 2 N = 256及Δt =λ/ 5 cN 下进行的. 在初始时刻 , 一直线裂纹在 x < 0区域以匀速 v0 = 0 .

3 c传播. 随后粗糙园粒子暂时滞留裂纹扩展. 作为其滞留效应 , 初始均匀速度分布逐渐波动

并出现非稳定特征. 在粒子附近应力强度增大 , 随后左边较弱的粗糙区域被穿透 , 进一步裂纹

扩展运动右边粒子也被击破.

图 3给出了当粗糙微粒为椭圆形粒子形状 , 且初速 v0 = 0 . 45 c的数值结果 , 表现了类似

的规律.

图 3 　不同时刻时裂尖坐标 a ( z , t)与 z 的位置关系 ,初始扩展速度 V 0 = 0 . 45 c , 左边椭圆粒子位置

为 ( z - 0 . 5) 2/ 3 + ( x - 0 . 1) 2 Φ0 . 12 , 且 Gcrit ( lef t) = 3 G0 , 右边椭圆粒子位置为 Gcrit ( right) = 2 G0

( a) t = 50 Δt ; ( b) t = 100 Δt ; ( c) t = 160 Δt ; ( d) t = 220Δt . 这里Δt = 1/ 640

Fig. 3 Positions a(z ,t) versus z at successive times , for a crack at incoming speed V0 = 0. 45 C ,

hitting an infinite row of elliptical asperities ( z - 0 . 5) 2/ 3 + ( x - 0 . 1) 2 Φ0 . 12

and ( z - 1 . 5) 2 / 3 + ( x - 0 . 1) 2 Φ0 . 12 with Gcrit ( lef t) = 3 G0 and Gcrit ( right) = 2 G0

(a) t = 50Δt ; (b) t = 100Δt ; (c) t = 160Δt ; (d) t = 220Δt . hereΔt = 1/ 640

　　通过Ⅰ型动态权函数和它在扰动裂纹一阶分析的数值模拟 , 我们观察到 : 裂纹运动振荡效

应 , 如 Rice等人注意的 , 被发现是裂纹尖缘扩展遇到变化断裂韧性区域效应. 这些效应还可

通过由裂纹尖端遇到粗糙粒子时激发出并沿裂尖缘运动的应力强度波的建设性2破坏性相互干
涉来解释. 这些波 , 包括膨胀 , 剪切和瑞利波系相互干涉及与运动裂纹边界相互作用 , 导致了

裂纹尖缘的震荡特性. 这种非稳定现象可用来作为解释 Gross等人 (1993) 在 PMMA材料精

细实验中出现几乎规则粗糙表面结构和高频振荡现象及地震学中源时间函数表现的脉冲谱现象

的基础.
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CRACK TRAPPING PHENOMENA IN

DY NAMIC CRACK PROPAGATION

Li Xiangping Meng Xianhong Liu Chuntu Wang Kai
( Instit ute of Mechanics , Chinese Academy of Sciences , Beijing 100080 , China )

Abstract 　Using the mode I weight function of Willis et al . (1995) for a moving crack in combination

with the model method of Rice et al . the instabilityphenomena of the crack front , how does it begin to sur2
round andpenetratevarious arrays of asperities are investigated. The numerical results showthat the oscillato2
ry crack tip motion through brittle , locallyheterogeneous materials results from constructive2destructivein2
terference of stress waves that can lead to continuing fluctuation of the crack front and propagation velocity.

Key words　dynamic fracture , asperity , three2dimension , propagation , perturbation , interaction
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