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摘 要 本文绮出了竖圆柱定壁温自然对流问题相似解存在的条件，并用加权 

残数法得到了半解析解．此解适用于任意 D／ (圆柱长径 比 )的情况 ，且表明： 

当半径 fi,一O时，由于自然对流流量的增加，导致了放热系数的增加，以及在足 

够长的上处，边界层不仅相似，而且相同，该处的等壁温解与等热流镌 相同． 

．． 

； 相似解；芦监 加权残数浩 肇 
中图法分类号 TK l72 ’ 

垂直壁面和竖圆柱的自然对流散热问题，出现在许多工程问题中，尤其是当半径 R一0 

的圆柱散热问题，在电子元器件散热冷却计算中更为重要 ，因此出现 了许多寻找相似解的研 

究⋯ 因为为了找出强化这类传热问题的方法 ，寻找解析解和相似解将优于数值分析一本文 

所论问题相似解的存在已获证明，但是 Sparrowt 的解仅对于 {一0的小参数才适用 ，而本 

文采用加权残数法可得到任意 D／L处解析形式的解，此解可直接得 出 R一 0时，由于抽吸 

量增加而导致放热系数增加的结论．此外还可以看出，在足够远 的 L处，边界层不仅相 

似 ，而且相同，并且边界上的等壁温条件也同时满足等热流的条件．亦即证明了过增元一提 

出的在 R一 0时，自然对流的等热流与等壁温解趋向一致的物理解释- 

l 数学模型 

设一直径为 2R，高为 L的恒壁温竖圆柱上的层流自然对流，其中 为常量 

标中，其边界层方程为 
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定义流函数 为r“： ．r" 0
r 

a 0t 1 

、 Or 

Or 

一 等，且对式(1)~(3)作坐标变换 
：Klx亍

， 
= (r 一R2)／x~- 

然后进行无量纲化．为此，引进无量纲余温度与无量纲流函数 

。( ， )=≠__} ， ， )= ÷ 
‘w ‘ ∞  

式(4)、(5)中K【、K2、K，待定 

由流函数 的定义 ，可得 

2K  ̂
“ —  

K' 4Kt K3xr(f+瞎 一暗 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

将边界层方程和能量方程由( ．r)坐标转换到( ， )坐标 ，方程式 (1)自然满 足，方程式 

(2)可改写为 

c等·器 一毒-等H．等 

+竿 c ·等+ ．等 ㈣ 
同样，方程式(3)可改写为 

(等·酉af一 ．可af)一，．等 
=  -等+ K -等+ ．器 砰 却。 却 。— 一‘ L，， 

令 一-， 一-，等 =· 
解得 

K =[ ]}·z}·R{ 

[ r． 

却 
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K，= 

且有 8K3a
= 号=百1，Kt r 2=l 

于是 ，加上进界条件后，竖直圆柱常物性层流自然流阏题的数学模型 ，可归结为求解如 

下非线性定解问题． 

c等． 一等．等H．等 鬻 c 茅 

c箦．百Of一 ．等 一，· = ·等"c + 等 

，l⋯ 嘉 。， ㈣ 

of l⋯= ，酉df l⋯=。，日卜 =。 

(8) 

(9) 

0o) 

2 半解析解与算例 

为求非线性定解问题 (8)～(11)式的解．采用加权残数法． 

设内部试函数为 

·斋 · (】2) 
=(1+c ·q- ~2-)e一 (1 3) 

其 中c 、c1为待定常数． 

显然，上述内部试函数式(12)、(1 3)均严格满足非线性定解问题中边界条件式(10)、 

(11)，待定常数则采用加权残数法 中的最；Jx--乘配点法 (此法特点：在解的解析结构清楚 的 

前提下，计算精度较高而工作量较小)求得． 

算例，设 Pr=0．72，内部配点 77个点，其 中 

=0．1，0,2，0．4，0．6，0．8，l，2，4，5，8，10 

= 0．5，l，2，4，6，8，l0 

采用最小二乘法求得的待定常数为 

C】=0．664 3， C2=0．41 l 4 

代人式(12)、(13)，即得非线性定解问题(8)～(11)式的半解析解 

f=O_6⋯-去 ·南  (1 4) 
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(1+0_4⋯ · 

分布与温度 0分布分别如图 1、图 2所示 

1995年 第 17卷 

由此，求得速度 —一af 
" 

图 1 速度分布 

3 相似解存在的条件 

设边界层方程式(1)～(3)的边界条件为 

“l =0 

“l⋯ =0 

“lr =o 

(15) 

0 

l， ̂ =0， 

l⋯ =0， 

2 3 4 

图 2 温度分布 

￡lr ̂ =E∞ 

}r一 =t 

tl⋯  ￡ 

明 上 还 _芷辫 J叫题 作 耍抉 

x= GrRx‘， r=R 

并定义流函数 为“=警· ， =一 _。 ，且令 ‘． ‘ ‘) 
z( ， )，则方程式(1)自然满足，而式(2)、(3)可分别改写为 

可de 
百
af)2+g 2z d =(a f )2+

g 2z 2等·蔫 言．等 ： 等．等 

等+ 丽a,f) 06) 

z ·等一，啬·等一z等．等=鲁c等+ 器， c 
方程式 (16)、(17)存 存相 棚能的嚣 件柏 
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嚣_0_可Of_0_z = ÷ 
其中，K 、 为常数，不失一般性，选择 K，= =1，则式(16)、(17)为 

{(百af卜，·等=川(等+ 等) (18) 
一 ，茜= (等+ 可020) (19) 

相应的边界条件为 

等 _0_ o； 

蔷 ，=o oi ÷=1 ，lHIc十：0； 

卜 -o， 卜 -o． 
当R=o e~，方程具有相似性，但边界条件含有{一士

， 故不存在相似解． 

当 R一 0时，在上述变换中 R以有限长度(如 1 m)作当量尺度，变换后方程不变 ，相应 

的边界条件为 

等 -o， 一o； 

a

Of 
_

l 一。 0，日l 一。 ，，I 一。 0； 

af l 一=0，oI~-：0- 
这样的边界条件也满足相似解要求，即说明当竖直圆拄直径趋于零时，其速度分布和温度分 

布 也存 在 相 似 件 ． 

4 讨论和结论 

a．当 R：0时 ，从图 2计算得到不同的 {位置有相同的 0～ 曲线表明，在等壁 条件 

下，有相似的温度边界层·同时，由于此温度边界层不仅相似，而且相同，因此丧 l 
=  l =o，即为等热流条件．故此解意味着也满足等热流条件． l 

b．在 {≥l0附近，此解中边界层速度分布变为相似解．由{定义，当 R一 0，x有限值时， 

此条件满足 ，故小 R时速度相似条件满足，且所述等热流也满足此解． 

c 对任意 L／D、任意 x处和 R处 ，有加热垂直圆柱在等热流和等壁温定解条件下一致 

有效的半解析解． 
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