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摘 　要 : 针对航空用纤维复合材料 ,基于纤维与基体的协调变形规律和材料应变能密度的计算 ,导出了纤维

复合材料的刚度表达式 ,研究了刚度矩阵的基本力学特性 ,给出了复合材料刚度矩阵元素与基体材料的刚度、

纤维束的刚度及铺设方向的关系 ,提供了平面铺层和三维取向纤维复合材料的基本刚度设计公式和设计方

法。最后给出工程应用设计方法的几个具体例子 ,并与其他理论和实验结果进行了对比。研究结果表明 ,在

考虑材料制备工艺缺陷造成的刚度折减后 ,本文提出的设计公式及方法可应用于纤维复合材料的优化设计。
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Abstract : In this article , stiffness tensor of materials is derived for fibrous composites of aerial materials ,

based on the compatibility relation of deformation of fibers in matrices and the st rain energy density of the fi2
brous composites. Principal mechanical properties of the stiffness matrix are investigated to derive the relations

between material stiffness and matrix stiffness , and between stiffness of fibers and their orientations. More2
over , fundamental formulas and methods for stiffness design of laminated and spatially dist ributed fibrous com2
posites are provided. Finally , examples are given to illust rate how to use the design formulas and compare

them with other theories and experimental data. The research result s indicate that af ter considering the stiff2
ness discount due to imperfect of manufacture technology , the proposed formulas and methods can be applied

to the optimization of design with fibrous composites.
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　　纤维复合材料是一类高比强度、高比刚度、结

构和性能可设计的新兴材料 ,在航空工业中具有

广泛的应用。复合材料的力学性能设计主要包括

强度设计和刚度设计。材料刚度系数作为表征复

合材料宏观力学性能的重要参数 ,对复合材料的

设计与开发有着重要的影响[ 122 ] ,本文主要讨论刚

度设计问题。复合材料本身具有强烈的结构特征

和明显的各向异性特征 ,影响其宏观刚度的主要

因素可分为两类 :一是复合材料中每一组成材料

的弹性常数 ;二是复合材料内部的微结构特征 ,包

括纤维的形状和取向、加工工艺导致纤维的实际

分布等 ,非常复杂。复合材料这种细观结构的复

杂性增加了用理论模型来预测其力学性能和进行

材料设计的难度[ 3 ] 。国内外许多研究者建立了多

种复合材料理论预测模型并进行了实验研究 ,如

Eshelby 等效夹杂理论[4 ] , Mori2Tanaka 方法[5 ] ,

Z. Hashin 和 S. Sht rikman 的上下限方法[6 ] ,以及

细观的剪切滞后模型[7 ] 等 ,对复合材料力学性能

的研究都起到了推动作用。目前 ,对单向纤维复

合材料的研究较多 ,但是对于纤维相体积分数较

高且形状复杂、分布随机的复合材料 ,刚度预测仍

然是有待解决的重要问题[ 8 ] ,只有少数研究者从

实验方面研究了非单向纤维复合材料各向异性弹

性性能[9210 ] ,刚度设计则更加困难。到目前为止 ,

还没有一个物理意义明确、算法简单而又实用的

理论模型来指导纤维任意分布复合材料的刚度设

计问题。

本文主要研究长纤维复合材料 ,对于短纤维

复合材料 ,如果纤维长细比较大 ,经过折合计算 ,

也可以使用笔者所在课题组前期的设计公

式[11213 ] 。对于纤维复合材料 ,基体通常可以作为
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各向同性均匀材料 ,纤维起主要承载作用。本文

从纤维与基体的协调变形规律和复合材料内部应

变能密度的研究出发 ,考虑基体和纤维性质、纤维

的体积分数以及铺排角度等影响因素 ,提出纤维

复合材料刚度设计的基本准则 ,研究了复合材料

刚度矩阵的结构和基本力学特性 ,并对典型例子

进行分析。

1 　纤维复合材料的刚度矩阵

111 　纤维变形规律及其应变能密度

对于纤维复合材料 ,取一个代表性体积单元 ,

设宏观应变为εi j ( i , j = 1 , 2 , 3) ,某一取向纤维束

如图 1 所示。θ为纤维束在 x Oy 平面的投影与 x

轴的夹角 ,φ为纤维束与 z 轴的夹角。由于基体

与纤维协调变形 ,因此方向为 n( s) 的纤维束轴向

应变λ( s)
f 为

λ( s)
f =εi j n

( s)
i n

( s)
j (1)

式中 :n
( s)
i ( i = 1 ,2 ,3)为该纤维束取向的方向余弦。

n
( s)
1 = sinφcosθ

n
( s)
2 = sinφ sinθ

n
( s)
3 = cosφ

(2)

图 1 　复合材料纤维取向描述

Fig11 　Orientation of composite fiber

设 E
( s)
f 为该纤维束的弹性模量 ,则该取向纤

维束的应变能密度可以表示为

W
( s)
f =∫E

( s)
f λ( s)

f dλ( s)
f V

( s)
f =

1
2

E
( s)
f (λ( s)

f ) 2 V
( s)
f

(3)

式中 :V
( s)
f 为铺设方向为 n

( s) 的纤维束体积分数 ;

W
( s)
f 为纤维束的应变能密度。这样 ,如果基体内

共有 r 个方向铺设纤维束 ,将所有方向纤维束对

复合材料应变能的贡献求和 ,可得纤维相总应变

能密度 W f 为

W f = ∑
r

s = 1
W

( s)
f = ∑

r

s = 1

1
2

E
( s)
f (λ( s)

f ) 2 V
( s)
f (4)

把式 (1) 代入式 (4) 中 ,可得

W f = ∑
r

s = 1

1
2

E
( s)
f V

( s)
f n

( s)
i n

( s)
j n

( s)
k n

( s)
l εi jεkl

( i , j , k , l = 1 ,2 ,3) (5)

112 　基体应变能密度

对于基体材料 , 设 V m 为基体的体积分数 ,

Cm , ij kl为其各向同性弹性刚度张量分量。由连续

介质力学知 ,基体的应变能密度可表示为

W m =
1
2

V m Cm , ij klεi jεkl (6)

113 　纤维复合材料的宏观刚度张量

纤维复合材料的应变能密度 W c 等于基体与

纤维相应变能密度之和 ,即为

W c = ∑
r

s = 1

1
2

E
( s)
f V

( s)
f n

( s)
i n

( s)
j n

( s)
k n

( s)
l εi jεkl +

1
2

V m Cm , ij klεi jεkl (7)

将式 (7) 对应变进行二次微分可以得到纤维

复合材料宏观刚度张量的表达式为

Cc , ij kl =
92 W c

9εi j 9εkl
= ∑

r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f n

( s)
i n

( s)
j n

( s)
k n

( s)
l +

V m Cm , ij kl = Cf , ij kl + V m Cm , ij kl (8)

式中 : Cf , ij kl 为纤维相对复合材料宏观刚度的贡

献 ;V m Cm , ij kl为基体相对复合材料宏观刚度的贡

献。其中 ,体积分数 V m 和 V
( s)
f 满足

V m + ∑
r

s = 1
V

( s)
f = 1 (9)

式 (8) 表明复合材料的宏观刚度是纤维相组集刚

度 Cf , ij kl和基体刚度 V m Cm , ij kl的叠加。

以纤维复合材料平面铺层为例 ,取一宏观材

料的代表性体单元 ,可将其分解为基体和不同取

向纤维束的组合 ,如图 2 所示。对每一个方向铺

设的纤维束 ,根据其纤维取向 n
( s) 、弹性模量 E

( s)
f

　　

图 2 　纤维复合材料铺层代表单元及刚度计算示意图

Fig12 　Representative unit of composite lamination

and computing of it s stiffness
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和体积分数 V
( s)
f ,计算其对宏观刚度的贡献。这

样 ,将所有方向纤维束对宏观刚度的贡献求和 ,并

考虑基体对宏观刚度的贡献 ,就构成了复合材料

的宏观刚度张量。这就是纤维复合材料宏观刚度

张量的基本力学特征。

114 　纤维复合材料的刚度矩阵

在工程应用中 , 材料的本构关系通常可表

示为

σ = ccε (10)

式中 :σ= [σ11 　σ22 　σ33 　τ12 　τ13 　τ23 ]T ;ε=

[ε11 　ε22 　ε33 　γ12 　γ13 　γ23 ]T ; cc 为纤维复合材

料的宏观刚度矩阵 ,它与刚度张量分量 Cc , ij kl 的对

应关系是 : cc ,11 = Cc ,1111 , cc ,12 = Cc ,1122 , ⋯,即 cc 的

下角标 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 分别对应于 Cc 的双指标

11 ,22 ,33 ,12 ,13 , 23。下面分别讨论平面铺层和

三维取向纤维复合材料的宏观刚度矩阵。

(1) 平面铺层纤维复合材料

复合材料设计通常将平面铺层作为平面应力

状态 ,即σ33 =τ13 =τ23 = 0。平面铺层的刚度矩阵

的具体结构为

cc =

　Cc ,1111 　Cc ,1122 　Cc ,1112

Cc ,2211 Cc ,2222 Cc ,2212

Cc ,1211　 Cc ,1222　 Cc ,1212　

根据材料宏观刚度计算公式 (8) ,其弹性常数

的具体计算公式为

Cc ,1111 = ∑
r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f ( n

( s)
1 ) 4 + V m

Em

1 - ν2
m

Cc ,2222 = ∑
r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f ( n

( s)
2 ) 4 + V m

Em

1 - ν2
m

Cc ,1212 = ∑
r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f ( n

( s)
1 n

( s)
2 ) 2 + V m

Em

2 (1 +νm )

Cc ,1122 = ∑
r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f ( n

( s)
1 n

( s)
2 ) 2 + V m

Emνm

1 - ν2
m

Cc ,1112 = ∑
r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f ( n

( s)
1 ) 3 n

( s)
2

Cc ,2212 = ∑
r

s = 1
E

( s)
f V

( s)
f n

( s)
1 ( n

( s)
2 ) 3

(11)

式中 :νm 和 Em 分别为基体材料的泊松比和弹性

模量。

(2) 三维取向纤维复合材料

同理 ,三维取向纤维复合材料的宏观刚度矩

阵 cc 可表示为

cc =

　Cc ,1111 　Cc ,1122 　Cc ,1133 　Cc ,1112 　Cc ,1113 　Cc ,1123

Cc ,2211 Cc ,2222 Cc ,2233 Cc ,2212 Cc ,2213 Cc ,2223

Cc ,3311 Cc ,3322 Cc ,3333 Cc ,3312 Cc ,3313 Cc ,3323

Cc ,1211 Cc ,1222 Cc ,1233 Cc ,1212 Cc ,1213 Cc ,1223

Cc ,1311 Cc ,1322 Cc ,1333 Cc ,1312 Cc ,1313 Cc ,1323

Cc ,2311　 Cc ,2322　 Cc ,2333　 Cc ,2312　 Cc ,2313　 Cc ,2323　

(12)

其弹性常数的具体计算式可根据式 (8) 展开。

2 　纤维复合材料刚度矩阵的基本力学

特性

　　本节通过对纤维复合材料宏观刚度矩阵的基

本力学特性分析 ,讨论其独立弹性常数。

211 　平面铺层纤维复合材料

当 V m = 1 时 ,即考虑复合材料为纯基体材

料 ,此时 ,有 2 个独立的弹性常数νm 和 Em 。

当 V m = 0 时 ,材料全部是纤维相 ,即 cc = cf 。

由于存在关系 Cf ,1122 = Cf ,1212 ,纤维相组集刚度张

量所对应的刚度矩阵 cf (称为纤维相刚度矩阵) 最

多有 5 个独立弹性常数。

当 0 < V m < 1 时 ,纤维相刚度矩阵 cf 有 5 个

独立常数 ,增加基体相刚度后 ,由式 ( 11) 可知 ,

宏观刚度矩阵的参数 Cc ,1122 ≠Cc ,1212 。因此复合

材料宏观刚度矩阵 cc 最多有 6 个独立的弹性

常数。

实际上 ,对于一般的正交各向异性铺层 ,有

Cc ,1112 = Cc ,2212 = 0 ,宏观刚度矩阵的独立弹性常数

是 4 个 ,即 Cc ,1111 , Cc ,2222 , Cc ,1122 , Cc ,1212 。因此本文

构造的宏观刚度矩阵可完整描述一般正交各向异

性平面铺层纤维复合材料。

212 　三维取向纤维复合材料

对于纤维任意三维分布的复合材料 ,取一个

代表性体积单元 ,同样可将其分解为基体和不同

方向纤维束的组合 ,只是纤维沿空间分布。总刚

度矩阵如式 (12) 所示。

当 V m = 1 时 ,即考虑复合材料为纯基体材

料 ,此时 ,有 2 个独立的弹性常数νm 和 Em 。

当 V m = 0 时 ,材料全部是纤维相 ,即 cc = cf 。

9221
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对于纤维相刚度矩阵 cf ,它同时满足 Voigt 对称

性和 Cauchy 对称性 ,即

Cf , ij kl = Cf , kli j = Cf , jikl = Cf , ij l k = Cf , i k j l

从而 ,有

Cf ,1122 = Cf ,1212

Cf ,1133 = Cf ,1313

Cf ,2233 = Cf ,2323

Cf ,1123 = Cf ,1213

Cf ,2213 = Cf ,1223

Cf ,3312 = Cf ,1323

(13)

因此纤维相刚度矩阵 cf 最多有 15 个独立的弹性

常数。

当 0 < V m < 1 时 ,纤维相组集刚度再加上基

体相刚度后 ,复合材料宏观刚度有如下关系 :

Cc ,1313 = Cc ,1133 + Cc ,1212 - Cc ,1122

Cc ,2323 = Cc ,2233 + Cc ,1212 - Cc ,1122

Cc ,1123 = Cc ,1213

Cc ,2213 = Cc ,1223

Cc ,3312 = Cc ,1323

(14)

因此 ,复合材料宏观刚度矩阵 cc 最多具有 16 个

独立弹性常数。

由于实际工程材料的独立弹性常数一般不超

过 16 个 ,因此大部分工程材料的设计要求都在本

文提出的设计方法范围之内。

3 　基本设计公式与设计方法

由于工程用纤维复合材料宏观刚度矩阵的独

立弹性常数 ,平面铺设情况下不超过 5 个 ,三维取

向情况下不超过 16 个 ,因此式 (8) 可以满足大多

纤维复合材料的设计要求。

为了讨论方便 ,将 E
( s)
f V

( s)
f 作为一个参数 K

( s)
f

(称为纤维束刚度) 进行考虑 ,则纤维复合材料的

宏观刚度张量计算式 (8) 可以改写为

Cc , ij kl = ∑
r

s = 1
K

( s)
f n

( s)
i n

( s)
j n

( s)
k n

( s)
l + V m Cm , ij kl

(15)

当基体材料性质确定 ,复合材料的宏观刚度的改

变依赖于纤维相参数 ,包括纤维分布的取向参数

n (θ,φ) 和纤维束刚度 K
( s)
f 。

下面 ,对于纤维铺设方向已经选定和需要选

择两种情况 ,进行讨论。

311 　纤维铺设方向已经选定

复合材料中纤维的铺设方向 n (θ,φ) 确定 ,则

复合材料宏观刚度 cc 和纤维束刚度 K
( s)
f 显式

对应。

(1) 如果给定纤维束刚度 K
( s)
f ,由式 (15) 可

以显式、唯一地确定材料的宏观刚度 cc ,即预测复

合材料的宏观刚度。

(2) 如果给定 cc ,则问题转换成由给定的 cc

确定 K
( s)
f ,即进行复合材料设计。在这种情况下 ,

由于复合材料宏观刚度叠加特征的存在 ,当复合

材料宏观刚度和基体性质以及基体体积分数已知

时 ,可得纤维相刚度矩阵 cf 。这样问题进一步转

换成由 cf 确定纤维刚度。

纤维相刚度矩阵 cf 的系数等于所有方向纤

维束刚度贡献的和 ,即

Cf , ij kl = ∑
r

s = 1
C

( s)
f , ij kl = ∑

r

s = 1
K

( s)
f n

( s)
i n

( s)
j n

( s)
k n

( s)
l

(16)

这样 ,把纤维具体铺设角度的方向余弦代入

式 (16) ,可以建立以纤维束刚度 K
( s)
f 为未知数的

方程组

AKf = cf (17)

式中 :A 为方向余弦系数矩阵 ,不同纤维铺设方式

所对应的 A 不同 ; Kf 为纤维束刚度向量。求解式

(17) 可得到不同方向纤维束的设计刚度 K
( s)
f ,以

满足设计要求。

312 　纤维铺设方向需要选择

在很多工程设计中 ,已知纤维弹性模量 Ef ,

而纤维铺设方向未知。这样 ,复合材料宏观刚

度矩阵 cc 与纤维相体积分数 V
( s)
f 和纤维铺设方

向 n(θ,φ) 对应。当复合材料宏观刚度和基体

性质已知时 , 此问题转换成由纤维相刚度 cf

确定纤维铺设方向和纤维束刚度 (为描述方便 ,

仍然把纤维束刚度 K
( s)
f = E

( s)
f V

( s)
f 作为一个未

知数) 。

由于纤维铺设方向基本无法显式求解 ,本文

考虑采用半逆解法 ,即先设定纤维的铺设方向 ,再

使其满足刚度设计条件等 ,进行纤维束刚度的求

解 ,从而进行复合材料设计。

下面具体讨论在这种情况下平面和三维纤维

铺设复合材料的设计。

(1) 平面铺层纤维复合材料

对于平面铺层 ,由前面的讨论可知 :cf 最多有

5 个独立弹性常数。由于纤维铺设角度未知 ,可

以假设它采用最简单的铺设形式 :纤维束在 x Oy
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平面沿 180°平均铺设 5 束 ,即纤维束的铺设角度

(与 x 方向的夹角) 分别为 0°,36°,72°,108°,144°。

纤维束的刚度 K
( s)
f 分别为 K

(1)
f , K

(2)
f , K

(3)
f , K

(4)
f ,

K
(5)
f ,这样就有 5 个未知的纤维相刚度。每个方

向的纤维束都为 cf 提供 5 个分量 C
( s)
f ,1111 , C

( s)
f ,1122 ,

C
( s)
f ,1112 , C

( s)
f ,2212 , C

( s)
f ,2222 。

根据式 (16) ,对于这种纤维束分布方式 ,每

一弹性系数可以表示为 5 个方向纤维贡献的

和 ,即

Cf ,1111 = C0°
f ,1111 + C36°

f ,1111 + C72°
f ,1111 + C108°

f ,1111 + C144°
f ,1111

(18)

表 1 列出了纤维束平面铺设角度的方向

余弦。

表 1 　纤维束平面铺设角度的方向余弦

Table 1 　Cosine of orientation of f ibers in a plane

纤维束编号 n1 n2 纤维束编号 n1 n2

1 1 0 4 - 01 309 01951

2 01 809 01 588 5 - 01 809 01588

3 01 309 01 951

　　注 :纤维束平面铺设时 , n3 都为 0。

此时纤维束的铺设方向已知 ,根据式 (16) 和

式 (17) ,可得

A =

1 01428 01009 　01009 　01428

0 01226 01086 　01086 　01226

0 01311 01028 - 01028 - 01311

0 01164 01266 - 01266 - 01164

0 01120 01818 　01818 　01120

Kf = [ K
(1)
f K

(2)
f K

(3)
f K

(4)
f K

(5)
f ]T

cf = [ Cf ,1111 Cf ,1122 Cf ,1112 Cf ,2212 Cf ,2222 ]T

矩阵 A 的秩为 5 ,根据 cf 的值 ,可以唯一确定各铺

设方向的纤维束刚度 K
( s)
f ( s = 1 ,2 , ⋯,5) 。

由于这 5 个纤维束取向对材料宏观刚度的贡

献独立且完备 ,纤维束的其他取向对材料宏观刚

度的贡献都可以用这 5 个取向纤维相的弹性常数

线性表示得到。

(2) 三维取向纤维复合材料

根据 21 2 节的分析结果 ,每一空间铺设的纤

维束为复合材料宏观刚度最多提供 15 个分量。

当需要纤维相刚度矩阵 cf 最多提供 15 个独立

参数时 ,由于纤维铺设方向未知 ,不失一般性 ,

可以假设将沿整个空间分布的纤维用 15 个代

表性方向来表示 ,如图 3 所示 ,表 2 是各纤维的

取向。

图 3 　纤维空间铺设示意图

Fig13 　Orientation of spatial fibers

表 2 　纤维空间铺设角度

Table 2 　Orientation of spatial f ibers

纤维束编号 φ/ (°) θ/ (°) 纤维束编号 φ/ (°) θ/ (°)

1 30 45 9 60 120

2 60 30 10 30 45

3 60 60 11 60 60

4 30 135 12 60 30

5 60 120 13 90 0

6 60 150 14 90 90

7 30 135 15 0 90

8 60 150

设不同取向纤维束的刚度 K
( s)
f ( s = 1 , 2 , ⋯,

15) 不同 ,这样就有 15 个未知数 ,而 cf 独立的弹

性常数为 15 个 ,一般情况下 ,可求解。

根据式 (16) 和式 (17) 可得

A = 　

A11 A12 A13 A14 A15

A21 A22 A23 A24 A25

A31 A32 A33 A34 A35

A11 =

01015 6 01316 4 01035 2

01015 6 01105 5 01105 5

01093 8 01140 6 01046 9

01015 6 01182 7 01060 9

01038 3 01210 9 01040 6

A12 =

　01015 6 　01035 2 　01316 4

　01015 6 　01105 5 　01105 5

　01093 7 　01046 9 　01140 6

- 01015 6 - 01060 9 - 01182 7

- 01038 3 - 01040 6 - 01210 9

A13 =

　01015 6 　01316 4 　01035 2

　01015 6 　01105 6 　01105 5

　01093 7 　01140 6 　01046 9

　01015 6 　01182 7 　01060 9

- 01038 3 - 01210 9 - 01040 6
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A14 =

　01015 6 　01035 2 　01316 4

　01015 6 　01105 5 　01105 5

　01093 8 　01046 9 　01140 6

- 01015 6 - 01060 9 - 01182 7

　01038 3 　01040 6 　01210 9

A15 =

1 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A21 =

01038 3 01121 8 01070 3

01015 6 01035 2 01316 4

01081 2 01023 4 01070 3

01015 6 01060 9 01182 7

01038 3 01070 3 01121 8

A22 =

　01038 3 　01070 3 　01121 8

　01015 6 　01316 4 　01035 2

　01081 2 　01070 3 　01023 4

- 01015 6 - 01182 7 - 01060 9

　01081 2 - 01121 8 - 01070 3

A23 =

- 01038 3 - 01121 8 - 01070 3

　01015 6 　01035 2 　01316 4

　01081 2 　01023 4 　01070 3

　01015 6 　01060 9 　01182 7

- 01038 3 - 01070 3 - 01121 8

A24 =

- 01038 3 - 01070 3 - 01121 8

　01015 6 　01316 4 　01035 2

　01081 2 　01070 3 　01023 4

- 01015 6 - 01182 7 - 01060 9

　01038 3 　01121 8 　01070 3

A25 =

0 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

A31 =

01038 3 01040 6 01210 9

01562 5 01062 5 01062 5

01093 8 01081 2 01081 2

01229 6 01093 8 01054 1

01229 6 01054 1 01093 8

A32 =

- 01015 6 　01210 9 　01040 6

- 01038 3 　01062 5 　01062 5

　01038 3 - 01081 2 - 01081 2

　01562 5 - 01054 1 - 01093 8

- 01093 7 　01093 8 　01054 1

A33 =

- 01038 3 - 01040 6 - 01210 9

　01562 5 　01062 5 　01062 5

　01093 7 　01081 2 　01081 2

　01229 6 - 01093 8 - 01054 1

- 01229 6 - 01054 1 - 01093 8

A34 =

- 01038 3 - 01210 9 - 01040 6

　01562 5 　01062 5 　01062 5

- 01093 7 - 01081 2 - 01081 2

　01229 6 　01054 1 　01093 8

- 01229 6 - 01093 8 - 01054 1

A35 =

0 0 0

0 0 1

0 0 0

0 0 0

0 0 0

Kf = [ K
(1)
f 　K

(2)
f 　⋯　K

(15)
f ]T

cf = [ Cf ,1111 　Cf ,1122 　Cf ,1133 　Cf ,1112 　Cf ,1113

Cf ,2222 　Cf ,2233 　Cf ,2212 　Cf ,2213 　Cf ,2223 　Cf ,3333

Cf ,3312 　Cf ,3313 　Cf ,3323 ]T

矩阵 A 的秩是 15 ,因此根据 cf 的值由式 (17) 可以

唯一确定 K
( s)
f ( s = 1 ,2 , ⋯,15) 。同样 ,由于这 15

个纤维取向对材料宏观刚度的贡献独立且完

备 ,纤维的其他取向对材料宏观刚度的贡献都

可以用这 15 个取向纤维相的弹性常数线性表

示得到。

4 　典型例子与应用注意事项

下面对典型纤维铺设形式 (平面铺层和三维

取向) 的纤维复合材料刚度进行预测和设计。

411 　各向同性铺层设计

在实际工程中 ,经常会用到面内任意方向弹

性性能均相同的铺层。

对于各向同性铺层 ,宏观刚度张量独立的弹

性常数只有 2 个 ,且存在

Cc ,1111 = Cc ,2222

Cc ,1122 = Cc ,2211

Cc ,1212 = ( Cc ,1111 - Cc ,1122 ) / 2

(19)

基体也是各向同性材料 ,因此根据式 (15) 和关系

式 Cf ,1212 = Cf ,1122 ,可得

Cf ,1111 / Cf ,1122 = 3/ 1

Cf ,1111 = Cf ,2222

Cf ,1112 = 0

Cf ,2212 = 0

(20)
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即对各向同性铺层 ,纤维相刚度矩阵 cf 必须满足

设计条件式 (20) 。

(1) 纤维铺设方向需要选择

当纤维的铺设方向未知 ,采用半逆解法 ,可以

假设纤维束在 x Oy 平面沿 180°平均铺设 5 束 ,如

312 节 (1) 中所讨论。然后 ,确定各铺设方向纤维

束刚度。

根据刚度设计式 (17) ,设 Cf ,1122 = 1 可以建立

方程组

1 01428 01009 　01009 　01428

0 01226 01086 　01086 　01226

0 01311 01028 - 01028 - 01311

0 01164 01266 - 01266 - 01164

0 01120 01818 　01818 　01120

·

　K(1)
f

K
(2)
f

K
(3)
f

K
(4)
f

K
(5)
f　

= 　

3

1

0

0

3

　 (21)

求解式 (21) ,可以得到 5 个铺设方向纤维束的刚

度为

Kf = [11 6 116 116 116 116 ] (22)

可验证此铺设形式得到的铺层为各向同性

铺层。

因此 ,建立各向同性铺层的一种设计方案就

是 :纤维沿 xOy 平面 180°平均铺设 5 束 , 5 个铺

设方向的纤维束刚度相同。

(2) 纤维铺设方向已经选定

已知纤维彼此相隔 60°编制成平面铺层 ,求

构成各向同性铺层时的纤维束刚度。根据纤维设

计式 (16) 和式 (17) ,有

1 01062 5 　01062 5

0 01187 5 　01187 5

0 01108 3 - 01108 3

0 01324 8 - 01324 8

0 01562 5 　01562 5

K
(1)
f

K
(2)
f

K
(3)
f

= 　

3

1

0

0

3

　

(23)

则纤维束刚度 Kf 为

Kf = [21667 21667 21667 ] (24)

3 个纤维铺设方向刚度相同。当采用相同弹性模

量的纤维时 ,各方向纤维的体积分数相同。这个

设计结果与文献[14 ]结果一致。

412 　正交对称铺层

在工程实际中 ,经常会遇到 1 ∶1 经纬交织

形成的铺层 , 且纵向与横向的纤维性质相同。

这相当于在与 x 轴成 0°和 90°方向上铺设相同

性质的纤维 ,且纵向与横向纤维的体积分数相

同 ,都是 1
2

V f 。

设纤维的弹性模量为 Ef ,根据式 (11) ,可以

计算此复合材料的宏观刚度系数为

Cc ,1111 = Cc ,2222 =
1
2

Ef V f + V m
Em

1 - ν2
m

Cc ,1122 = Cc ,2211 = V m
Emνm

1 - ν2
m

Cc ,1212 = Gm V m

　(25)

在这种纤维铺设情况下 ,铺层的纵向和横向弹性

性能相同 ,材料的独立弹性常数只有 3 个 ,分别是

Cc ,1111 , Cc ,1122和 Cc ,1212 ,这种铺层称为正交对称铺

层。刚度预测结果与文献[14 ]结果一致。

413 　单向纤维复合材料

单向纤维复合材料具有明显的横观各向同

性特征 , 设坐标轴 x 方向沿纤维纵向 , 如图 4

所示。

图 4 　单向纤维复合材料

Fig14 　Unidirectional fibrous composites

由式 (8) 可得

Cc , ij kl = Ef V f n
(1)
i n

(1)
j n

(1)
k n

(1)
l + V m Cm , ij kl 　(26)

　　根据材料刚度系数可以计算复合材料在 x

方向的弹性模量为

E11 = Cc ,1111 - 2 C2
c ,1122 / ( Cc ,2222 + Cc ,2233 ) 　(27)

表 3 是随着纤维体积分数改变 , x 方向弹性

模量的改变 ,并分别与其他理论的预测值进行了

比较。
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表 3 　复合材料弹性模量随纤维体积含量的变化

Table 3 　Variation of elastic modulus with ratio of f ibers

volume fraction

纤维体积

分数 V f

弹性模量 E11

本文方法
文献[ 15 ]
方法

文献[ 16 ]
方法

文献[ 17 ]
方法

0120 86105 861 05 86119 861 06

0155 229139 2291 40 229160 2291 47

0160 249187 2491 87 249159 2491 93

0165 270135 2701 35 270128 2701 41

0170 290183 2901 83 290196 2901 91

414 　与经验公式的比较

纤维单一取向沿 x 方向排列时 ,由式 (8) 可

知复合材料在 x 方向上的刚度模量为

C1D
c ,1111 = V m Cm ,1111 + Ef V f (28)

垂直于纤维排列方向上复合材料的刚度模量为

C1D
c ,2222 = V m Cm ,2222 (29)

当纤维在 xOy 平面内随机分布时 , V
( s)
f = V f

dθ
π ,

将式 (8) 改写为积分形式 ,可以导出

C2D
c ,1111 =

3
8

Ef V f + V m Cm ,1111 (30)

当纤维在空间随机分布时 , V
( s)
f = V f

sin <d<dθ
2π

,由

式 (8) 可以积分导出

C3D
c ,1111 =

1
5

Ef V f + V m Cm ,1111 (31)

比较式 (28) ,式 (29) 和式 (30) 可得

C2D
c ,1111 =

3
8

C1D
c ,1111 +

5
8

C1D
c ,2222 (32)

与 I. C. Halpin 等[18 ]给出的经验公式一致。比较

式 (28) 、式 (29) 和式 (31) 可得

C3D
c ,1111 =

1
5

C1D
c ,1111 +

4
5

C1D
c ,2222 (33)

与 L . E. Nielsen 等[19 ]给出的经验公式一致。

415 　应用注意事项

(1) 本文考虑复合材料在理想状态下的基本

力学原理 ,并未讨论界面、损伤和制造工艺缺陷对

材料刚度的影响。应用本文公式时应适当考虑性

能的折减。

(2) 工程上往往只需要对几个主要的刚度系

数提出设计要求 ,如刚度矩阵的某几个对角线元

素与泊松比等 ,可能有多个取值方案。这时 ,还可

以参考工艺及其他要求决定最终方案。

(3) 对于短纤维复合材料 ,需要考虑短纤维

特性对复合材料宏观刚度的折减 ,对复合材料刚

度计算式 (8) 中的纤维相刚度计算公式进行修正 ,

具体可参考文献[11213 ]。

5 　结 　论

(1) 给出了具有任意铺设形式的纤维复合材

料的宏观弹性刚度张量。

(2) 讨论了平面铺层和三维取向纤维分布 ,

以及纤维铺设方向已经选定和需要选择等情况下

的纤维复合材料设计 ,可用于航空工程复合材料

的刚度设计。
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