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能量非局部模型和新的应变梯度理论
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摘要 提出一种新的基于能量非局部模型的应变梯度理论
,

并应用此理论对多晶铜以及薄膜基底的微压痕硬度

进行理论预测和数值分析 首先
,

提出了能量非局部模型
,

并由此模型
,

得出新应变梯度理论的本构关系 其

次
,

由变分原理
,

得出相应的有限元公式 再次
,

给出了微压痕硬度的有限元分析方法 最后
,

将该理论预测

结果与经典理论预测结果以及实验结果进行了对比 结果表明
,

计算结果与实验结果相符 而经典理论的预测

结果远低于实验结果

关键词 非局部理论
,

应变梯度理论
,
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,
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,

有限元方法
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引 言

大量实验表明
,

微尺度下材料的强度比常规尺

度下材料的强度有显著提高 例如
,

在不同金属材料

的微纳米压痕实验中 ‘一
,

当压痕深度由 拼 减

小到 拼
,

金属材料的硬度增大 、 倍 在炭化硅

粒子增强的铝
一

镁基复合材料实验中
,

保持增强

相粒子体积比为 的情况下
,

当增强相颗粒的直

径从 拼 减小到 拼 ,

复合材料的宏观强度有

显著的提高 在细铜丝扭转实验中
,

当细铜丝的直

径从 拼 减小到 拜 ,

无量纲剪切强度增大

倍 在纯镍薄膜弯曲实验中
,

当薄膜厚度从 拼

减小到 拜 ,

无量纲弯曲强度增大 、 倍 经典

理论由于其本构关系中不包含内票尺度
,

因而不能

解释这种尺度效应

为了解释上述实验现象
,

人们提出许多应变梯

度理论 和 从塑性剪切梯度造成

几何必需位错
,

从而引起材料硬化增加的观点出发
,

在 肠
, ‘ 理论框架下

,

发展了考虑转

动梯度影响的 理论 阵‘ 以及既考虑转动梯度
,

又

考虑了拉伸应变梯度影响的 理论 和

的理论能成功地预测细铜丝扭转
、

纯镍

薄膜弯曲实验以及金属基复合材料实验中出现的尺

度效应 等 ‘ 在 和 〔 的启示下
,

发展了一种基于位错机制的应变梯度塑性理论
,

简

称 理论 这种应变梯度塑性理论通过一个多尺

一 一 收到第 稿
, 一 一 收到修改稿

一
· ·

度
、

分层次的框架
,

实现了宏观塑性理论和位错理论

的联系 和 认乞 ’ 在 形变理论增量形式

的基础上
,

给出了一种具体的硬化关系
,

应变梯度仅

作为内变量来影响材料的切向硬化模量 随后

和 在一般偶应力理论框架下提出了一种新

的转动梯度理论
,

结合考虑拉伸应变梯度的增量硬

化关系
,

形成了一种完整的应变梯度理论

应变梯度理论已经成功地用于分析微压痕实

验 和 ‘ 采用 理论对
。 等 ‘ ,

和 以及

等 的实验进行了分析 他们认为在微压

痕分析中
,

与内票尺度
、

与拉伸梯度相关 相比
,

内享尺度
占

与旋转梯度相关 是次要的 在假定
、

相等条件下
,

获得几种金属材料的微尺度

参量在 户 之间 ‘ 等利用

理论
,

研究了 等 的实验
,

得到了无量

纲化的压痕硬度的平方与压入深度的倒数之间的线

性关系 陶彩军等 采用 。 和 的理

论
,

考虑压头曲率
,

成功地对 和
,

等 以及李敏 的实验进行了理论预测

本文建立了能量非局部的模型
,

在此基础上得

出了新的应变梯度理论
,

应用此理论对多晶铜以及

薄膜基底的微纳米压痕实验进行数值分析 第 节
,

建立了能量非局部的理论模型
,

导出了新的应变梯

度理论的本构关系 第 节
,

由变分原理
,

给出了
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基于新的应变梯度理论的有限元公式 第 节
,

给

出了微压痕有限元分析方法 第 节
,

将本文的理

论预测结果与经典理论预测的计算结果以及实验结

果进行了对比

基于能量非局部模型的弹塑性应变梯度

理论

于一维
、

二维和三维问题
,

分别取
,

二 和 二

弱非局部理论则是在本构方程中引入某些状态

变量的一阶或高阶梯度
,

弱非局部理论包括微极理

论和梯度理论
,

例如
,

各种应变梯度理论

经典非局部理论

经典连续介质力学认为
,

对于简单材料
,

材料

体内一点的应力仅取决这点的应变
、

变形历史以及

温度 实际上
,

不管是天然材料还是人造材料
,

都不是简单材料
,

都有复杂的内部微结构 当材料

的宏观特征尺度远大于材料的内票尺度 内部微结

构的特征尺度
,

经典连续介质力学足以描述材料的

力学行为 否则
,

需要考虑周围各点应变及应变历

史对该点应力的影响

非局部理论分为强非局部理论和弱非局部理

论 强非局部理论放弃了局部假定
,

认为材料

中一点的应力是非局部量
,

取决于该点以及邻近点

的应变 例如
,

在典型非局部弹性理论中
,

图 中

点 的应力可写为

能量非局部模型

如上节所述
,

在经典强非局部模型中

当作非局部量 如果相互作用半径 很小

变的二次梯度
,

有

应力被

忽略应

、, 苟 , , , , 、 石、

将式 和式 代入式 有

勺
,

句 ‘, 匀

,

七 ‘

,

荟石、
, , ,、

方

一关
· ,

‘, 一 ‘, “ , ‘ ,

其中
,

是弹性刚度
, ,

句是衰减函数
,

常取为如下形式 ,

对
, 十翻 一 引

“
护

其中
,

和 若是坐标向量
,

是相互作用半径
,

乙 石

对于均匀材料
,

衰减函数 可
,

翻 关于局

部坐标 荟对称 如式 所示
,

故式 右边第 项

为零 这说明应变梯度 句
,

、对应力 没有贡献
,

因此由经典强非局部模型不能导出应变梯度理论

另外
,

由式 可知
,

经典强非局部模型仅仅导出应

力本构方程
,

而不能导出高阶应力本构方程

与经典强非局部模型不同
,

本文提出了以应变

能密度为非局部量的新的非局部模型 考察图 所

示的边长为
。

的立方形代表性体元
,

设想代表性体

元内任意一点的应变能密度 。 是该点应变 最了 以及

弯扭张量 戈。 的函数 代表性体元的应变能密度 二

是非局部量
,

它是代表性体元内各点的应变能密度
场 的体平均

叨 一

贵
场

,

“, ‘ ,

其中 是代表性体元的体积
,

所示

由于代表性体元尺度很小
,

度
,

有

疙为局部坐标 如图

忽略应变的二次梯

、、、于了、、,了内了
泞、
‘

、

图 经典非局部模型

, 、, 、,
,

、石、

义脚 无,‘ 了
,

儿

一

其中
,

舀、, 一。
,
义。 戈, , 一 。
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〕

刀

婴毕 匀
十 几 、

” 。

二兀‘吮

叨 一
贡招 戈‘,“磷

少
。 场 石一。

二段
, 一 场

,

、, 一。

蒜 业卫些誓
丛

鱼
边

·

,
几一‘· , ,

, · , ,

小
· ,

‘ ·
, 、 ‘

将式
、

及 代入式
,

有

户

, 《丈少 于 矛 、

切 一

贡
十 切准扒子敬叼

二 且、。乳
,‘头
‘

、、‘了
廿

、、巴曰厂万、了、、

其中

畏
氛 认 一

理一图 代表性体元
、 占、, 关

·“,“ ” ‘”‘

﹂
由功共扼关系

,

可得本构方程

本构关系

参照 “ ,

对于幂硬化材

料
,

体元内一点的应变能密度 场 可写成

乞

口叨

口￡ , 二 “ 及
”一‘ 、 “ 占,

、 一

关
“

云
·

瓦 。

二找亏之

自、“
,

二 ,

— 石。 十 二八
乙 乙

口 一 刀

”

。了 。 几一 一 , 一

「‘ 了乙 — 山 乙一 己 矛 乙 匕 于

「二一二 不厂尘竺生缨, 。 、二一 , , ,

乃 。
’

一日 , 日 , 扮、 ‘ “ ,丸‘矶 ”
,儿 ￡ ’

厂了九

仰即 了 、
” 二绍

二一下一 , 、— 下 丙 工 、 刃 、
十 、 乙

二二 一

二 ”

。 “ 一 认
。

认
二 ,、 ,

,、

其中
“ 一 , 、 遥

,

戈遥
叨 叨

几户
口‘、

,黑石篇 ‘ 军竺厂 若篇 ‘口‘ ,
坛,︷
了‘、、
、

十儿
·

去

,夕乳

乙灌 百义‘, 、,

百二 。 二

及
几一‘

乙。
。 几一‘

“ 二 ”

石 一 一 乙凡
“ 一 氛

。

氛。
,

二,‘二,
, 二

十

一 。 式
, 气

。 二 ”

艺
。

为广义等效应力
, 吕

是与旋转梯度相关的内票

尺度
,

为单轴屈服应力
,

为单轴屈服应变
,

为硬化指数

由于代表体单元尺寸很小
,

代表性体元内任意

一点的应变能密度 场 可近似写为

, 了 几一 矛 一
乙 刀叹 一 八乃

’

一‘
。‘ 、、 ‘ 、、八

‘ 几

、,义。 、 、

、几一

二竺岁二全二兰些上竺竺一二生亘全王二旦里
二主

,又 “

刀 。 ,

、占、,

其中
汤 护 二宾氨

‘

以 声 万 尹
,

“ 亡 亡

花犷、““
子

方 二二

其中 弹性阶段
,

本构方程可简化为
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口 ,

已

月

, ‘ 、 ,

爪 , 儿 一万万一一 云下
、

无 一 下丁丁一气 乞 脚 一
二 ￡

。己 一 。匕

,

、占、

应变梯度理论的有限元公式

根据最小势能原理以及变分原理
,

有

关
‘ 一

关
‘一 ‘一、 了无‘一 ’

关
、‘一

关
几‘一 “

关
几 ‘一 “

其中
,

是体积
,

是表面
,

九是单位体积力
,

、是位移
, 。纵 是梯度算子在表面外法向

上的投影
,

户、是表面拽力
, 于‘是高阶表面拽力

由式
,

可得

户‘ ‘ 一 几 , 、
,

、 坏、 爪 、 、 一 色几 、。、

厂‘ , 、长 , 、

其中
,

凡 氏
, 一 、 , 诱 是梯度算子在表面的切

向分量

如果高阶表面拽力为零
,

由式 可得弹塑性

形变有限元求解方程

、 。

图 轴对称微压痕模型及边界条件

一

基本假定

为简化分析
,

计算模型采用以下假定

压痕实验是轴对称的

压头和基底之间无摩擦

在整个外表面高阶拽力为零

边界条件

位移边界条件为
。 , 二一。二

。二 一。

在被压材料的上表面

其中
, , 。 和 分别表示弹塑性刚度矩阵

、

位

移向量和载荷向量

微压痕硬度有限元分析

单元选择

对微纳米压痕实验进行数值分析
,

可用的单元

主要有三角形 单元 一叫
,

节点或 节点单元
“ ,

在本文采用 节点单元

计算模型

如图 所示
,

被压材料是一圆柱体
,

接触半径

远小于圆柱体半径
,

压头尖端的最终压下量 占

远小于圆柱体的高 在被压材料底部
,

无 方向的位移
,

切向表面拽力和高阶表面拽力为

零 在侧面 处
,

表面拽力和高阶表面拽力为

零

。 占一 厂 , 石
,

三 三
己 闷

式中口为压头的半角
,

占

在被压材料的上表面

为压痕深度

面力边界条件为

、

、
产、了、、,产甘自八,

了汀、了了、厂、

户
,

户
二 ,

介二 几
,

七

压痕硬度的确定

接触半径 和压痕深度 占是非线性隐式关系

可由临界接触点 尹 二 处
,

表面拽力为零来确定

户
。

计算中
,

先假定接触半径
,

施加边界条件
,

然

后不断迭代找到满足式 的压头尖端的最终压下

量 占 此时施加在压头上的力
,

即接触半径内 三
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所有节点竖向反力之和
,

尸 除以压痕面积得到压痕

硬度

数值结果与实验比较

这里将计算结果与 等 和

等 实验结果进行比较

与 等的多晶铜实验曲线比较
计算中采用的多晶铜的材料参数 到 为 剪切

模量 拜
,

泊松比为
,

塑性功硬化指数为
,

参考应力
,

半锥角尽

和 川 建议
,

对于铜
,

与旋转

梯度相关内票尺度 几 取值范围为 、 拜 在这

里我们取
、 拼

多晶铜的单向拉伸应力应变关系如下

璃上喷一层铝薄膜制成的 如图 所示 计算中
,

假

定玻璃不发生塑性变形
,

采用的计算参数 哪 为 铝

薄膜厚度 ‘ 二 拼
,

铝的屈服应力 护
,

铝的弹性模量
,

铝的泊松比 。 二

,

塑性功硬化指数为
,

玻璃的弹性模

量 刀 , “ ,

玻璃的泊松比 。 ‘
,

半

锥角口 对于铝薄膜
,

由于缺乏实验结果
,

无

法定出与旋转梯度相关内享尺度 在这里
,

我们

给出
、 。

和 二 。

时的计算结果

二 ,

毋
“ , 乙 。

﹄

、‘
,

一一

当压痕深度远大于微米量级时
,

通过有限元计

算得到多晶铜平均硬度 这个结果

与实验测得多晶铜硬度 。符合良好

当压痕深度在零点几微米到几微米的范围内
,

采用本理论预测的多晶铜微压痕硬度与

等的寒酚结早符合 良杆 加图 所示飞

图 薄膜基底微压痕模型

〕

从图 可知

当压入深度远小于薄膜厚度时
,

基底的影响

可以忽略
,

通过实验点与经典理论计算结果的对比
,

微压痕硬度显著增大
,

且微压痕硬度随压入深度的

减小而增大
,

表现出强烈的尺度效应

司压芝翔

图 本文理论预测的多晶铜微压痕硬度与 等的实验

结果 的比较

占

。 拜

基底为玻璃
,

铝薄膜厚为 户 时
,

微压痕硬度与

压头压入深度的关系

与 等的薄膜基底微压痕实验比较

图

一

在 等的实验中
,

薄膜基底是通过在玻
, 占, 拼
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当压入深度与薄膜厚度可比时
,

由于基底效

应
,

微压痕硬度随压入深度的增大而增大

本文的理论计算结果与实验符合良好
,

而经

典理论结果明显偏小

结 论

本文基于能量非局部模型
,

导出一种新的应变

梯度理论
,

并给出了新理论的有限元公式 本文详

细介绍了微压痕硬度有限元分析方法
,

应用这一新

理论对多晶铜以及薄膜基底的微纳米压痕实验进行

有限元数值模拟 数值分析结果表明
,

本理论能很

好解释微纳米压痕实验中出现的尺度效应 经典理

论预测的结果与本文理论预测的结果以及实验结果

相比
,

明显偏低
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