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文  摘：本文在多块耦合隐式求解方法的基础上，引入了预处理计算方法，使方程的各个特征值之间互相

平衡， 降低了方程系统的刚性，提高了数值方法的适应能力，通过 5m /s 圆柱绕流的计算结果与试验

数据验证，得到了数值结果误差小于 5%的工程允许范围。 
关键词：NS 方程，预处理方法，数值模拟。 
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Abstract: A preconditioning method is introduced to the NS solver based on the dual-time 
iteration for unsteady compressible flows. This method balances the eigenvalues of 
NS equations, reduces the stiffness of compressible NS solver for low-speed flow, and 
increases the capabilities of the solver for low speed flow. By comparing the 
numerical results for the flow around cylinder at 5m/s with the experiment data, a 
good agreement was obtained with a discrepancy of about 5%."    
Keywords: NS equations, preconditioning method，CFD. 

引  言 

利用可压的非定常多块网格隐式耦合求解程序研究低速流场问题，必须引入预处理方

法，而在时间相关方程中，由于马赫数和雷诺数的影响，系统表现了很强的刚性。对于Euler
方程（当Re = ∞ ），刚性的程度取决于条件数（Characteristic Condition Number，定义为最

大和最小特征速度的比值），在M→0 或者M →1 时，条件数由于最小特征速度很小而变成

无穷大，这就使得任何时间步进方法的收敛性大大降低。另外，低马赫数时标准的离散方法

不能保证精度。在NS方程中，粘性耗散尺度迭加到波传播时间尺度，产生了更强的刚性。 
预处理方法处理方程的目的在于平衡方程内在的时间尺度，通过改变时间导数，使得用

数值方法来求解方程时能更有效、更精确。最一般的预处理方法通过在方程的时间导数前乘

一个正定的矩阵，从而改变了时间相关法的瞬态时间特性，但是并不是影响方程的定常解，

至少，这一结论在偏微分方程基础上的分析是成立的。 
本文是在非定常多块网格隐式耦合求解程序的基础上引人预处理方法，采用的是双时间

步推进，外层时间代表物理意义上的真实时间，每一个物理时间步的结果作定常问题的收敛
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解得到，这样就可以在内层时间中加入预处理，满足了时间精度的要求，又在低速问题时提

高内层时间迭代的收敛效率。通过二维问题的试验验证结果对比，发现误差在工程允许范围

之内。从而利用这一方法对摆翼地效推进器进行了推力和推进性能的分析。 

1  NS 方程的预处理过程 

1.1 本文 NS 方程的无量纲参数为 

(a) ~refP P∞ ，(b) ∞ρρ ~ref ，(c) ∞TTref ~ ，(d) ~ref
aa
γ
∞

， 

（e）

2
2~ref ref ref

ae a ρρ
γ

∞ ∞=                       (1) 

状态方程： P Tρ= ，无量纲声速：
ρ

γ Pa =                          （2) 

无量纲来流条件： 

1,1,1 === TP ρ , MaU γ=*                     (3) 

动量扩散系数  μ
γ

eR
Ma                                                       (4) 

温度扩散系数  
( ) μ
γ

γγ

re PR
Ma

1−
⋅                                                (5) 

1.2 预处理的双时间步方法  
N-S 方程组是一个描述流体流动的通用性方程组，有很多种不同的形式，选取的量纲不

同或者选取的坐标轴不同都是不一样的，即使这样由于考虑的问题不同，也是有不同的形式

的。对于数值模拟，需要将各个物理量进行无量纲化，同时由于本文工作中研究的问题的需

要，选择的是直角坐标系，故微分形式的三维非定常 N-S 方程组可以表示为： 
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ Re

V V V
aMQ F G H F G H

t
γ

ξ η ζ ξ η ζ
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + = + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠
              (6) 

或者 

( )
ˆ ˆˆ ˆ
ˆ
Q F G H L Q
t νξ η ζ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + + =

∂ ∂ ∂ ∂
                           (7)  

式中的各项意义， 
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或者 

   
1ˆˆ ˆ, ,

n

n x

n y

n z

t n t

V
uV l p

F G H vV l p
J

wV l p
hV l p

ρ
ρ
ρ
ρ
ρ

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥= +
⎢ ⎥+⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

， n x y zV ul ul ul= + +                              (9) 

双时间步法在每一时间步需要用迭代方法消除由于线化和因式分解所带来的误差，因此引入

假时间 ( )τ 项，得到 

( )
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ
Q Q F G H L Q

t ντ ξ η ζ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + + + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

                     (10) 

将假时间导数项写成原始变量和预处理矩阵的形式，得到 

( )
ˆ ˆ ˆˆ ˆ

ˆ
p

p

Q Q F G H L Q
t ντ ξ η ζ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
Γ + + + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
， ˆ ( , , , ) /pQ u v w e Jρ ρ ρ=        （11)  

然后对假时间导数项采用一阶后差，对物理时间导数项采用二阶向后差分，离散方程得到 

( )
1 1 1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3 4 ˆˆ ˆ

2

k k k n n
p p

p

Q Q Q Q Q F G H L Q
t ξ η ζ νδ δ δ

τ

+ + −− − +
Γ + + + + =

Δ Δ
          (12) 

进一步的线化处理，得到 

          ( )
1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3( ) 4 ˆˆ ˆ

2

k n n
p e p

p

Q Q Q Q Q
F G H L Q

t ξ η ζ νδ δ δ
τ

−Δ + Γ Δ − +
Γ + + + + =

Δ Δ
    (13) 

指标 k 表示子迭代步数，n 表示真实时间步数，δ 表示下标方向上的空间差分，进一步经过

线化得到 

( )

1ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ3( ) 4
2

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ          1 ) 1  ( ( ) ( )1k k

k n n

k
p p p

p e p
p

Q Q Q Q Q
t

F A Q G B Q H C Q L Qξ η ζ ν

τ
δ δ δ

−Δ + Γ Δ − +
Γ +

Δ Δ
+ + Δ + + Δ + + Δ =

    (14) 
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式中
1ˆ ˆ ˆk k

p p pQ Q Q+Δ = − ， ˆ1A ， ˆ1B 和 ˆ1C 是对流通量对 ˆ
pQ 的雅可比矩阵，

ˆ
ˆe

p

Q
Q

Δ
Γ =

Δ
。进一

步将子迭代步数为 k 的项和真实时间步为 n 或者 1n − 层的项移到方程右边，含 ˆ
pQΔ 的项留

在方程左边，重写上述方程为 

   ( )3 ˆ1 1ˆ ˆ ˆ1
2

k k k
p p pp

k
p e A B C Q R

t ξ η ζ
τ τ δ δ δΔ⎡ ⎤Γ + Γ + Δ + Δ⎢ ⎥Δ

+ =
⎣ ⎦

          (15) 

其中 

  ( ) ( )
1ˆ ˆ ˆ3 4 ˆˆ ˆ

2

k n n
k k k kQ Q QR F G H L Q

t ξ η ζ ντ τ δ δ δ τ
−⎛ ⎞− +

= −Δ − Δ + + + Δ⎜ ⎟⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
       (16)  

 把假时间和物理时间的混合项变成一个单一矩阵，令
3
2p p eS

t
τΔ

= Γ + Γ
Δ

，则上式变为 

 ( )1 ˆ1ˆ1ˆ ˆk k
p p

k
p p p

kS A B C Q Rξ η ζτ δ τ δ τ δ+ Δ Δ + Δ Δ =+             (17) 

上式两端同乘 eΓ ，再反回到原守恒型方程系统，得到 

( )1 1 1 1ˆ ˆ ˆˆ1 1 1k k k k
e p e p e p e pI S A S B S C Q S Rξ η ζτ δ τ δ τ δ− − − −+ Δ Γ + Δ Γ + Δ Γ Δ = Γ         (18) 

1
1 1 1ˆ ˆ ˆˆ1 1 1

k
e pk k k

e p e p e p

S RI S A S B S C Qξ η ζδ δ δ
τ τ

−
− − − Γ⎛ ⎞+ Γ + Γ + Γ Δ =⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠

          (19) 

其中 A1，B1，C1 是对流通量对 Q̂的雅可比矩阵。 

   令 1 ˆ1e pA S A−= Γ ，
1 ˆ1e pB S B−= Γ ，

1 ˆ1e pC S C−= Γ ，

1

RHS e pS R
τ

−Γ
= −

Δ
，则上式就变

成 

    
1

ˆ
k

e pk k k S RI A B C Qξ η ζδ δ δ
τ τ

−Γ⎛ ⎞+ + + Δ =⎜ ⎟Δ Δ⎝ ⎠
             (20) 

或者 

kRHSˆk k kI A B C Qξ η ζδ δ δ
τ

⎛ ⎞+ + + Δ = −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
               (21) 

上标 k 表示假时间步数，写成通式为 

ˆ RHSI A B C Qξ η ζδ δ δ
τ

⎛ ⎞+ + + Δ = −⎜ ⎟Δ⎝ ⎠
              (22) 

1.3  隐式 LU-SGS 分解 

对上式进行 LU-SGS 求解，用最大特征值分裂 
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A
2

AA Iγ± ±
= max ( )A Aγ λ= ⎡ ⎤⎣ ⎦                           (23) 

B
2

BB Iγ± ±
= ， max ( )B Bγ λ= ⎡ ⎤⎣ ⎦                        (24) 

C
2

CC Iγ± ±
= ， max ( )C Cγ λ= ⎡ ⎤⎣ ⎦                           (25) 

    , ,A B CA A I B B I C C Iγ γ γ+ − + − + −− = − = − =                  (26)  

ˆ ˆ ˆ ˆ[( ) ] [( ) ] [( ) ]
n

n n nQ A A Q B B Q C C Q RHS∂ ∂ ∂
τ ∂ξ ∂η ∂ζ

+ − + − + −⎡ ⎤Δ
+ + Δ + + Δ + + Δ = −⎢ ⎥Δ ⎣ ⎦

  (27)  

利用前后差分进一步展开：  

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

i i i i i i i i

j j j j j j j j

k k k k k k k k

Q A Q A Q A Q A Q

B Q B Q B Q B Q

C Q C Q C Q C Q RHS

τ
− − + +
+ + − −

− − + +
+ + − −

− − + +
+ + − −

Δ
+ Δ − Δ + Δ − Δ

Δ
+ Δ − Δ + Δ − Δ

+ Δ − Δ + Δ − Δ = −

                    

(28) 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ

i i j j k k i i j j k k

A i B j C k

A Q B Q C Q A Q B Q C Q

Q Q Q Q RHSβγ βγ βγ
τ

− − − + + +
+ + + + + + − − − − − −Δ + Δ + Δ − Δ − Δ − Δ

Δ
+ + Δ + Δ + Δ = −

Δ

             (29)   

这样，上式与定常 NS 方程有相同的离散形式，在此基础上实施 LDU 近似因式分解。 

1.4 预处理矩阵的定义和运算 

预处理矩阵[1]： 

0 0

0 0 0
0 0

0 0
0 0

1

p T

p T

p Tp

p T

p p T T

u
v
w

h h u v w h h

ρ ρ
ρ ρ ρ
ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

′⎛ ⎞
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎜ ⎟′Γ =
⎜ ⎟′⎜ ⎟
⎜ ⎟′− − +⎝ ⎠

      (30) 

 

0

0 0 0
0 0

0 0
0 0

1
1

p T

p T

p p T
e

p T

p T

u u
v v
w w

H u v w H

ρ ρ
ρ ρ ρ
ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

γρρ ρ ρ ρ ρ
γ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

Γ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

− +⎜ ⎟
−⎝ ⎠

           (31) 
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2

1
p

pa
ρ

ε
′ = ，其中 a 表示声速，

( )

2

21 1
p

p
p

M
M

ε
γ

=
+ −

 

0 0 0

0 0

0 0

0 0

1
( 1)

p T

p T

p T
p

p T

p T T

b b
u u

b b
v vS

b b
w w

b b
H H Hu v w

b b b b b

ρ ρ

ρ ρρ

ρ ρρ

ρ ρρ

ρ γρ ρ γ ρρ ρ ρ
γ

′′⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟

′′⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

′′⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟

′′⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

′′ − + −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

       (32)  

1 ˆ
p pS A−

的特征值 

1,2,3 bUλ =                                                (33) 

2
4,5 1 1 4

2
Thb d dU U

d d d
ρλ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ± + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟′ ′ ′⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
                 (34) 

同理，
1 ˆ

pS B−
和

1 ˆ
pS C−
的特征值具有同样的形式，只需 U 分别用 V 和 W 代换。 

    

( ) ( )( )

( )

2 2 22

2

1 1

11

pT T

T p p T
p p p

p p

p
p

pp

ch h
d h h c b b

T
c a M aa

b b M bb bc b R

ρρ ρ
ρρ ρ ρ ρ ρ ρ ρ

γγ γ γ εε

= =
′ ′′ + − ′ + − −

= = =
− −⎛ ⎞ − ++ − −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

            (35) 

定义
( )

2

2 1
p

p

M
b M b

β ′ =
− −

，则
2Th a

d
ρ β ′=

′
                          (36) 

 还有，

T

T

h
d d

hd
d

ρ

βρ
′ ′= =

′
                                            (37) 

上式中
2
pM 的值和b 控制着预调的行为，参数b 作为开关可以控制非稳态与稳态过程。

对于稳态过程， 1b = 并且
2
pMβ ′ = ，对于非稳态过程来说 

( )( )2 2 2 2
min, , ,1p i uM MIN MAX M M M=                     (38) 

其中， iM 是局部的马赫数尺度，传统用于稳态预调过程，
2
minM 是一个截断值，一般在

23 M∞× ，而 uM 是一个新的非稳态尺度，有下式给定： 
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                                   u
u

LM
taπ

=
Δ

                        (39) 

2 数值方法的验证 

     用该方法对低雷诺数下无限长圆柱的绕流进行了模拟，来流速度为 5m/s，

eR UDρ μ= 分别为 20、40、和 100。前两种雷诺数对于的是绕流圆柱的对称分离流动，

后一雷诺数对于的流动则是非定常的非对称涡脱落过程。图 1 给出雷诺数为 20 和 40 时的流

线，图中显示了随着雷诺数的增大分离涡逐渐变长。我们将过圆柱中心沿轴线方向的线称为

中心线，定义中心线上从底部顶点到回流区结束位置的距离为再附长度，图 3 分别给出了两

种雷诺数下中心线上流向速度沿轴向的变化曲线，从中可以方便得出相应的再附长度，如表

1 所示。 

    同时在图 2 给出了在相同条件下用不可压方法得到的结果[2]，可以看到两组结果符合的

较好，进一步验证了预处理方法在处理低速问题时候的精度。 

    e 100R = 对应的流动时涡脱落的非定常过程，计算中取真实时间步为 0.2s，子迭代中

则通过预处理方法加速收敛。图 4 给出升力系数随着时间变化历程，可以看出，大约几个周

期之后开始建立稳定的周期历程。图 5 则给出了在一个周期内 12 个不同相位的瞬时流线图，

图中显示了涡交替脱落的非定常过程。计算得到的涡脱落周期 12.5sτ = ，对应的

Strouhal Df U D Uτ∞ ∞= = 为 0.16，其中 D 为圆柱直径， f 为为涡脱落频率。 

 
(a) Re 20=                      (b) Re 40=  

图 1 e 20,40R = 对应的绕流流场 

表 1  圆柱在 e 20,40R = 时的再附长度 

 20Re =  40Re =  

AL  1.92 4.05 
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图 2 再附长度随着时间的变化历程       图 3. 尾部中心线上的流向速度 
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图 4 升力系数随时间的变化历程（ e 100R = ） 

   
t=0                     t=1/6T                      t=1/4T 

   
         t=1/3T                     t=1/2T                     t=7/12T 

   
        t=2/3T                        t=3/4T                    t=5/6T  

图 5 一个涡脱落周期的瞬时流线（ e 100R = ） 
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3 结论   

通过本文在可压缩代码的基础上，引入预处理方法使方程各个特征值之间相互平衡，

降低了系统的刚性，使可压方程能够高效率的用于不可压的求解。由于双时间的外层时间表

示物理意义上的真实时间，每一物理时间步的解作为定常问题的收敛解得到，在内层时间步

中加入预处理，即满足了时间精度的要求，又在处理低速问题是提高内层迭代的收敛效率。

通过模拟二维圆柱非定常绕流，验证了该方法在求解低速非定常问题时候的效率和精度，进

而证明了该算法可以用于非定常低速流动问题。 
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