
第十届全国激波与激波管学术讨论会 

-238- 

 

摄动有限差分方法及其应用 

 
张德良  胡宗民 

 

（中国科学院力学研究所. 北京 100080） 

 

摘要：微分方程差分近似中的数值摄动思想和摄动有限差分（PFD）方法是微分方程差分

近似高精度化的一条全新思路[1-4]。本文简要介绍 PFD 方法的基本思想和特点，并以不可压和

可压缩流动的算例，来说明 PFD 格式结构形式简洁、精度高、省机时、效率好的优良特点[1-11]。

摄动有限差分 PFD 方法的出现为我们精确模拟流体力学的复杂流场开辟了一条全新的途经。深

入研究 PFD 方法在流体力学中的应用，编制以 PFD 为基础的软件， 将为计算流体力学的发展

打开全新的局面。 

 

 

1.  引言 

在流体力学问题的差分计算中，对导数的差分近似、最简单和最基本的是直接差分近似(例

如：一阶迎风和二阶中心差分)。计算实践表明，在网格雷诺数大于 2时，中心差分格式会发生

数值振荡，而一阶迎风格式虽然避免了数值振荡，但数值扩散超过了物理扩散，精度太低。因

此，人们一直致力于发展高阶精度格式。主要的高精度差分格式如：显式多基点高精度格式、

隐式紧致(Compact)高精度格式、利用对流系数导数的紧致高精度格式、时空守恒格式等。微分

方程差分近似中的数值摄动思想和摄动有限差分(PFD)方法是中科院力学所的高智提出来的一

种新型高精度格式[1-4]，并且在实践中高智和他的合作者、学生把摄动有限差分(PFD)方法得到

了初步的应用
[1-11]

。 

在显式多基点高精度格式
[12-13]

中未知量为待求函数，它通过增加基点数目来提高格式精度，

这是最基本的一种高精度方法，二阶迎风格式、三阶 Quick 格式、TVD、NND、ENO、NND 格式均

属此类。多基点会给边界点及边界附近的处理
)
带来困难，且使系数矩阵带宽加大、运算量加大。 

在隐式紧致(Compact)高精度格式
[14]

中，待求函数和待求函数的各阶导数均被取作未知量，

因此紧致格式可使用较少的基点数达到高的精度。紧致格式的突出优点是精度高，而使用的基

点数少，但边界处理有困难。因此在边界附近紧致格式需降阶。更值得注意的是，紧致格式把

待求函数的各阶导数也取作未知量、待求解的方程会改变性质且需要“设置”比物理边界条件

更多的边界条件，因而难以弄清它代表的是什么物理问题。作为数值近似，需要证明它在什么

条件下才能收敛到待求解的物理问题。 

在利用对流系数导数的紧致格式
[15-17]

中，未知量仍取待求函数，该格式不增加基点数也不

利用待求函数的导数，但通过使用对流系数的一、二阶导数获得高精度格式(四阶)，因而它为

显式格式且不存在隐式紧致格式上述物理基础不清楚的缺陷。但它的应用对象局限于对流扩散

方程。 

时空守恒(CE/SE)方法
[18-19]

与传统算法不同，它将时间和空间同等对待，并从守恒型积分方

程出发，通过设立守恒元和解元使格式满足局部和全局守恒律，且取函数及其对空间的偏导数

为未知量。该法具有结构简单、通用性好和计算精度高的优点。 

摄动有限差分(PFD)方法与多基点方法和紧致方法不同，与时空守恒方法也不同，它利用微 
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分方程以及差分格式修正微分方程本身的性质获得高精度差分格式，这是微分方程差分近似高

精度化的另一条全新思路。本文简述摄动有限差分(PFD)方法的基本思想和特点，并以二维不可

压 NS 方程组、一维Euler 方程组的 PFD 格式及相应的数值结果为例加以说明。最后简要讨论摄

动有限差分方法在计算流体力学中的应用问题和可能发展。 

 

 

2.  摄动有限差分(PFD)方法的基本思想和特点 

摄动有限差分(PFD)方法的基本思想是在流体动力学诸方程(如对流扩散型方程、一阶双曲

型方程)中，导数项用直接差分(指一阶迎风和二阶中心差分)近似，在维持直接差分基点数不变

的前提下，把非导数项(包括导数项系数和源项)，视作数值并摄动展开成步长的幂级数，幂级

数的系数通过消除摄动格式修正微分方程的截断误差项求出，由此获得守恒型和非守恒对流扩

散方程、一阶双曲型方程、NS 方程、Euler 方程、对流扩散反应方程、二阶双曲型和抛物型方

程等的高精度摄动有限差分(PFD)格式
[1-11]

。 

摄动有限差分(PFD)方法的特点是： 

1. 摄动有限差分(PFD)格式为显式格式； 

2. 格式均具有一阶迎风格式的简洁结构形式和迎风性，保证数值解收敛于原方程； 

3. 格式需要较少的基点。在一、二和三维情况下分别仅使用三、五和七个基点。 

4. 格式对强弱间断、物理振荡、对漩涡和薄粘性层结构等、具有较高的精度和分辨率。 

5. PFD 格式所需机时约为一阶迎风格式所需机时的 1/4—1/10。 

6. 格式在对导数的差分近似与推导微分方程时对导数的定义是完全一致的，要求的边界条

件与原微分方程的物理边界条件也是完全一致的。 

7. 对于对流扩散方程、二阶双曲型方程和对流扩散反应等方程，PFD 格式可获得离散单元

局部线化方程的准确数值解，即摄动精确数值解（PENS）格式。 

总之，摄动有限差分(PFD)方法、多基点方法、紧致方法和时空守恒方法四者的特点不

同，高精度化的思路也不同，

参见示意图 1。摄动有限差分

(PFD)方法是一种完全新型的

数值方法，初步的计算实践表

明它的计算精度高、分辨率

高、省机时、计算效率好的相

当成功的数值方法，值得引起

人们关注。 

 

3 对流扩散型方程的摄
动有限差分（PFD）格式
和 摄 动 精 确 数 值 解
（PENS）格式[1-6，11] 

 
非守恒对流扩散方程和一阶

双曲型方程可统一写成： 
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0≠ν  为对流扩散方程，

0=ν 和 uA = 为一阶双曲型方程。方程(3.1)的半离散一阶迎风差分格式为 
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图 1 流体运动方程差分近似诸方法示意
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其中α=signA，今把对流系数 A摄动展开成 x∆ 的幂级数， 

n
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半离散的摄动格式为 
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摄动格式(3.4)的修正微分方程为 
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修正微分方程(3.5)中，令右端截断误差项Δx
n
(n=1,2,⋯N)的系数等于零，可获得确定

An(n=1,2,⋯N)的 N 个关系式，这 N个关系式前几个为 
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由(3.6)诸式求得 A1、A2、⋯AN后，(PFD)格式(3.4)的空间精度达到(N+1)阶， ∞→N 得到摄动

精确数值解(PENS)格式。 0≠ν 时，方程(3.1)的一阶和二阶空间导数满足关系 
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由式(3.7)推知 
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把式(3.9)代入格式(3.4)，得到空间精度为二阶和四阶的半离散 PFD 格式为 
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其中
ν

xA
R x

∆
=∆ ；在式(3.9)中令 ∞→N ,得到空间精度为无穷阶精度、即定常 0=

∂
∂

t
u

对流扩

散方程的精确数值解。于是得到半离散摄动精确数值解(PENS)格式， 
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对半离散 PFD 格式(3.10)和半离散 PENS 格式(3.11)

的空间离散部分，即对定常问题作如下的简要讨论：

i) 与多基点高阶迎风格式相比，二阶和四阶 PFD格式

以及无穷阶精度 PENS 格式均仅使用三个基点；ii)二

阶 PFD 格式即使在 0=α 时均不会出现经典二阶中心

格式的数值振荡，事实上，PFD 格式(3.10)、PENS 格

式(3.11)、经典一阶迎风格式和二阶中心格式的半离

散形式可以统一地成写成 
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半离散格式定常问题的通解为 

21 ccui += ii

a
b

ccr )(21 +=            (3.12.1) 

由半离散格式（3.10）可知，在迎风 PFD 格式、二阶

和四阶中心 PFD 格式(3.10)以及 PENS（3.11）格式中，

a>0 和 b>0 恒成立。因此无论是迎风还是中心(α=0)

型二阶和四阶 PFD 格式，无论是迎风还是中心(α=0)

型 PENS 格式均绝对稳定，具有 TVD 性质，参见表 1，不会出现经典二阶中心差分在 R△x≥2时的

数值振荡。iii)定常 PENS 格式(3.11)的解就是对流扩散方程(3.1)的定常线化问题的精确解，

事实上我们固定 xi=i△x，考察通解(3.12.1)中 r
i
在 0→∆x 时的极限，由于 
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因此， )exp(lim
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即 PENS 格式(3.11)的解 r
i
是方程(3.1)定常线化问题的基本解。上述事实说明摄动有限差分(P

FD)方法是一种精确的数值解析法，即把解析方法引入了差分格式之中。iv)在 PENS 格式(3.11)

中对 exp(-R△x)和 exp(R△x)取 Taylor 展开，保留到 R△x
2
和 R△x

4
分别得到二阶和四阶 PFD 格式(3.1

0)。 

把摄动有限差分思想用于 NS 方程组，不难获得 NS 方程组的摄动有限差分(PFD)格式，今以

二维不可压缩 NS 方程组为例加以说明。二维不可压 NS 方程组为 
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在推导 NS 方程(3.47)的半离散 PFD 格式时，把压力梯度取作源项、并用一阶前差近似，连

续性方程则用中心差分近似。于是 NS 方程组(3.47)的半离散 PFD 格式为 
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   格式 守恒性 稳定性 基点数 

二阶中心格式 有 条件稳定 

R△x≤2 

3 

一阶迎风格式 有 绝对稳定 3 

二阶迎风格式 无 绝对稳定 5 

三阶迎风格式 

(Quick 格式) 

无 绝对稳定 5 

二阶 PFD 格式 有 绝对稳定 3 

四阶 PFD 格式 有 绝对稳定 3 

PENS 格式 有 绝对稳定 3 

表 1. 对流扩散方程七种差分格式比较 
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∂ + ，下标 e和 w表示左右端。 
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不可压缩三维 NS 方程组以及可压缩 NS 方程组的 PFD 格式，可用类似方法构造。 

 

4 一阶双曲方程组的摄动有限差分（PFD）格式[7，8，11] 

考虑一阶双曲方程组 
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Λ和 S分别是 A的特征值矩阵和左特征向量矩阵。于是方程组的半离散一阶迎风格式即为 
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其中 I为单位矩阵， )sgn,sgn,(sgn)sgn( 21 ndiag λλλ L=Λ 。今把格式(4.3)中的Λ按空间 

步长摄动展开为 n
np x∆Λ+Λ=Λ ∑                                             (4.4) 

其中 ),,( 21 nnnnp diag λλλ L=Λ ，为对角矩阵。把 pΛ 代入格式(3.52)得到半离散 PFD 格式 
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PFD 格式（4.5）的修正微分方程组为 
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因此只要如下诸式成立 
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则半离散 PFD 格式的空间精度达到 2阶和 3阶。对式（4.7）中的 22 / xu ∂∂ ，我们取 
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对
x
U

S
∂
∂ ，书写方便起见将
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其中 nj L,2,1＝ 。Sj表示矩阵 S的第 j个行向量在基点 i处取值，并有 
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通过类似的运算，不难得到守恒型一阶双曲方程组的半离散高精度 PFD 格式。类似地可以

给出非守恒和守恒型 Euler 方程组的半离散高精度 PFD 格式。 

 

5.摄动有限差分（PFD）格式在不可压和可压缩流动的应用[4-9，11] 

我们利用不可压缩二维 NS 方程组的二阶 PFD 格式计算了绕前台阶流、绕后台阶流和方腔流

动，并把二阶PFD 格式与三阶紧致格式、一阶迎风和二阶迎风格式，二阶中心格式和 SOLA 格式

等六种格式、从耗费机时、数值精度、正确反映物理规律和可计算的 Re 数范围等方面做了对比

研究，得到如下初步结论(参见表 2-表 4 和图 2－图 3)： 

1) 摄动有限差分格式的格式稳定性好。在同样的计算条件下，它能在 50 到 5000 的雷诺数范

围内获得有效的计算结果。而三阶紧致格式在同样的雷诺数范围内能有效收敛，但在 Re 数

为 5000 时，大涡发生变形，小涡计算不出。 

2) 二阶摄动有限差分格式精度高，能很好模拟流场及其变化规律。一阶迎风格式模拟流场精

度稍低，但捕捉涡形状也较清晰。三阶紧致格式在 Re为 100 时壁面左下角的小涡流线出现

中断，Re为 5000 时大涡出现变形。SOLA 格式在低 Re数范围内能清晰分辨大涡和两边小涡，

在 Re 数 1000 时右端小涡形状不合理，计算结果不可信。 

3) 通过对计算时间的比较，在同样的计算条件下，三阶迎风紧致格式计算速度最快，摄动有

限差分方法也较快，迎风格式计算时间稍长，SOLA 格式计算时间约大一个量级。 

4) 根据粘性应力和
y
u

∂
∂

µ 成正比的规律，下壁面中心附近切向流速 u对 y坐标的导数是反映方 

腔流动壁面摩阻的参量，它的无量纲形式具有 2
1

Re
−

的量级，应该随 Re 数增大而单调减小。

除紧致格式外，其他几种格式该参量呈现单调下降的趋势，并且数值相近(见表 2),因此能

较准确地反映上述物理规律。而三阶紧致格式的摩阻参量随 Re 数的增加先出现缓慢增加，

后又突然下降，与物理规律出现明显差别，说明三阶紧致格式在边界附近存在一定的问题。 

文[7，8，9]利用非守恒和守恒型 Euler 方程组的 PFD格式计算了一维激波管流动和二维激

波反射问题。可压缩一维非定常守恒性 Euler 方程组为 
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表 2. 各种方法计算时间的比较（注：计算在 PⅢ500 上运行， 01.0=∆t ，网格数 5050× 。 

“—”表示在该计算条件下难以得到有效数据, “*”为网格数 100100× 的结果。） 

 时间(S) 

Re 数 

PFD 三阶紧致 一阶迎风 二阶迎风 SOLA 方法 

50 18 — 50 — 360 

100 40 17 122 75 374 

200 75 30 233 107 430 

500 144 80 412 173 515 

1000 170 130 638 — 1600 

3000 95 214 1100* — — 

5000 86 76 1290* — — 

 

表 3 不可压缩方腔流动，诸格式壁面附近摩阻参数
310× 随 Re数变化 

（“—”表示在该计算条件下得不到有效数据） 

摩阻参数 

Re 数 

PFD 三阶紧致 一阶迎风 二阶迎风 SOLA 方法 

100 -1.377 -1.353 -1.396 -1.369 -1.740 

200 -1.313 -1.395 -1.384 -1.355 -1.653 

500 -1.197 -1.419 -1.373 -1.331 -1.067 

1000 -0.953 -1.441 -1.056 — -0.436 

3000 -0.424 -1.057 -0.487 — -0.377 

5000 -0.258 -0.200 -0.366 — — 

 

表 14. 不可压缩方腔流动，诸格式各种方法中心最大速度及其与标准结果比较 

（“—”表示在该计算条件下难以得到有效数据） 

中心最大速度 

Re 数 

PFD 三阶紧致 一阶迎风 二阶迎风 SOLA 方法 标准结果 

100 0.20173 0.20159 0.20127 0.20132 0.19712 0.202 

200 0.19665 0.19674 0.19670 0.19656 0.19425 0.197 

500 0.18135 0.18206 0.18092 0.18199 0.17980 0.183 

1000 0.16743 0.17001 0.16854 — 0.16673 0.169 

 

  

   

    

    

    

    

    

    

    

    

 

图2二维后台阶绕流PFD格式算出的流线分布图，

Re数 100，网格数 30X70 
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图 3 二维前台阶绕流 PFD 格式算出的流线分布

图，Re数 1000，网格数 30X120 
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在构造 Euler 方程组(5.1)的 PFD 格式时，采用了 Steger-Warming 分裂技术。对激波管流

动的 Sod 问题
[31]

和 Sjogreen 问题
[22]

PFD 格式计算简述如下: 

对 Sod 问题，t=0 时 

1=Lρ ， 1=Lp ， 0=Lu 125.0=Rρ ， 1.0=Rp ， 0=Ru               (5.2) 

对 Sjogreen 问题， 0=t 时 

1=Lρ ， 4.0=Lp ， 2−=Lu ， 1=Rρ ， 4.0=Rp ， 2=Ru                  (5.3) 

PFD 格式和一阶迎风格式的数值结果参见图 4－图 5，由图可知，对于分辨激波和膨胀波，

PFD 格式的精度明显高于一阶迎风格式，特别是膨胀波分辨率的提高更为明显。对于超声速膨

胀波的计算，即在 Sjogreen 问题的计算中，现有的多数高精度格式都出现了计算溢出现象
[21，22]

，

而 PFD 格式计算的稳定性和收敛性均属上乘。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

6. 摄动有限差分方法在计算流体力学计算中的应用问题和可能发展 

综上所说，我们可以看到摄动有限差分(PFD)方法已经被完整的论述，并在流体力学的数值

模拟中得到初步的应用，无论是计算精度、稳定性，还是计算时间方面都具有明显地优势。 虽

然，我们对摄动有限差分(PFD)方法的验证和应用，但是，我们已经可以看到摄动有限差分(PFD)

方法的巨大潜力。最近，我们又把数值摄动思想用于积分方程的有限体积法中，提出摄动有限

体积（PFV）方法
[20]

，PFV 方法具有与 PFD方法相类似的优点，且更适于处理流场几何边界复杂

的问题，因此 PFV 方法在计算流体力学中的发展和应用应该更值得人们关注。 

摄动有限差分 PFD 方法的出现为我们精确模拟流体力学的复杂流场开辟了一条全新的途

经。PFD 方法具有精度高，节点少，算法简单，节省机时，计算效率高等优点。深入研究 PFD

方法在流体力学中的应用，编制以 PFD 为基础的软件， 将为计算流体力学的发展打开新的局

面。 
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