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引 言

随着电子计算机的发展
,

越来越多的实际问题数值模拟成为现实
,

但还有很多非线性问

题数值计算时间太长
,

内存要求过大 数值方法的改进可使计算量和存储量大大减少
,

例如
,

对二维非定常问题
,

要使误差达到 一 量级
,

二阶格式计算点数为 ” ,

包括时间方

向
,

而四阶格式计算点数仅为
,

差 倍 而计算量差的倍数更多 当 二 时
,

当 时
,
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紧致差分格式具有精度高
,

差分式基点少
,

《线性 稳定性好
,

对高频波分辨率高
,

边界

差分点少等优点 , ,, , 八
,

本文中的格式基点数为
,

内点精度为四阶 胆
,

在边界

上精度至少是三阶的 写
,

如时间方向用四阶 法 挂
,

则总体上就达

到了四阶精确度 本文是 的修改稿
·

四阶精度交错网格紧致差分格式

本节中的紧致差分格式改进了【 冈 中的压力边界处理 见 式 及时间导数计算

见 号
,

使得差分格式在空间和时间方向均达到了四阶精确度

非定常粘性不可压缩 一 方程
、 , 、 、

。
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二维交错网格上的紧致差分公式

这部分给出求解 的空间四阶精度
、

时间一阶精度的紧致差分格式
·

考虑 的离散形式
几 一

△艺
尹

,

式中 “ 一 △ 、 “ ,

、 几 ,

其中 几 二牡 , 几 , 。二 。 , 一 。 二二二 。 , , , 二 二 , 一 。 二二

, ,

分别为
, ,

的离散形式
、 中的一阶导数 。二

, 。 , 的差分公式形式为

, , ,

肠之 二 ,

毛
, 锐之

,
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,了 亏 乞 ,

, 贡 乞 , , 亏
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,

△
“ ,

,一告 “ ,

,十告十 “
,

、 号 “ 、,、 誉一 “‘
,

,一去

△

类似地可得 二 ,

峋 的差分公式
,

、 勺 中的二阶导数 。
二二 , 。 , , 的差分公式分别为如下形式

“ ’
,

, 、
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干‘ 之, 、
“

弃
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类似地可得 、二
,
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·

右端分母

式误为 △
,
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△ 在【」中 式和【」中
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,
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、 中 二二 的差分公式 , 的差分公式类似

“ 仁
十

。 、 、、 、

, ’

锐‘ ,

盖一 肠‘
,

丢
△

·

中 ““ 二 里的 “ ,

, 告 。 中的 、 丢
,

、 而 “‘
, “ , 中的 “

,

需插

值计算

叭 告
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“ ,
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,

、 去 “ 、
,

, 盖 △ ’锐二 △ , ,’ 二 ,‘ 、。
,

·

”,

其中二阶导数可利用 的结果插值计算
,

, , 告的插值公式类似
·

‘ 的差分公式
,

对于定常问题
,

用时间相关法
,

时间方向计算精度不重要
·

在

中用了一阶前差
·

对非定常问题
,

见 互

边界上的差分公式

考虑边界条件 二

。。 二 。

, 在

一 二
,

蓬△

。 , ,

其中

由连续方程
,

二 几

对

下面给出 二 边的差分公式
, , 一。 一 。至

,

的计算公式 及 。 , 在 爱△。的计算公式
”

鸟
,
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鲁
,
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, 一 。
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,
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锐之 肠之 廿‘,

登一 肠‘
,
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乞 ,

亏 乞 ,

亏

晋△。
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“
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其中喻 、一
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呢二 在 号△
参见

,

的计算公式 二 , , 在 号△ , 的公式类似

一

一一
答

,

十 竺
万 ,

二 在 △ 的差分公式 , 在 ,

△

△ , 的公式类似

、
,

、
鱼生全鱼兰里亘丝

, , 鑫
’

瑰
,

升盖一妈
,

升合
△

此式将【 【」中唯一的二阶精度的差分式改进为三阶精确度
,

比【 中的 式增加

了左端第二项
,

该项逼近 矗 △司 岁
,

并向右平移了一个步长
,

在右边界
,

应向左平移一个

步长
,

’连续方程中 二
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其中 。二 二一 △二 可用 ” 的结果
,

由连续方程
, 二二 二一。 一 二

二二。
·

非定常时间导数项的四阶 公式

定义 了 、 十
,

其中压力 使 、 川 成立
·

则 了

是 的函数
·

对 ‘ 用四阶 公式

一

一 乞万 一 十
儿 儿 儿

其中 儿
, “ 一 誓

,“。 一 “ 一 誓儿
, ” 一 △‘儿

满足等价性的压力 方程

考虑下列离散格式

牡 一

△老

例如交错网格紧致差分格式 卯 和二阶 差分格式

一 、 “ ‘ ,

其中 “ 一 △ 、 “ ,

体

、

定义
” 一

△
令 、尹

,

则 可以写成 、 , ,

为使 、 、 有定义
,

在 的差分点上定义
,

例如对交错网格差分格式 人 、设、力
、

乏、 告
,

‘ 合
, 又一 “毒

十盖
, ”

贵

将 写成包含边界条件在内的形式

分点上定义
, ,

、 , ,

节
,

其中 在区域内部差

上节中的紧致差分格式没有用到 的所

有分量
,

仅用到由 和连续方程可推出的分量 ’。 和
·

哟
·

二 ,

其中 。 和

了 为 上的单位法向量和单位切向量 格式 ’ 没有用到
,

即在连续方程中

没有导数边界条件 于是
,

离散的连续方程 可写成

、 ‘ ,

瑟‘
,

井‘

由 , , 、 , “ 一 、 “

即得

其中 为任意常数

,

代入上式

、 ‘ 一 、,

犷‘
,

瑟‘

定理 对任意常数
,

等价于

将 代入
,

并取 。 二 △
,

则推出压力 韶。 方程

、 、沪
, ,

△亡
、 ,

犷
,

犷‘

上式的右端为 击 、 参见
,

边界上 瑟‘
,

犷
惨见 中的呱 丢

·

的左端为 、 , 人夕
一

参见

边界上 , “ ‘ 一
,

参见
·

中的 “ 。。 告
,

沪 ‘ ,

参见

中的 “姗盖
·

这些 数值边条件 只是计算上的需要
,

不影响广 的计算结果
·

对这样的

数值边条件
,

」中有详细说明 见 挂
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这样
,

我们可以用压力 方程 求解 夕“
,

即用 代替

求解 一 方程

一种新的解压力 方程的 迭代法

压力 方程 直接用 方法求解比较困难
·

我们在 迭代的每一步中

的每个 空间 方向将它转化为三对角线的之后再加伪时间项
,

这样得到的方程是三对角线

的
,

很容易求解
,

通常的 迭代法是先加伪时间项 方程 可写为

、 、尹 众
‘二

‘

边条件

本文给出的 迭代法 每步分 方向和 , 方询
, ·
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,
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,

丢
△
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,
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,
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,
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,

, , 一 巧 ‘ 去
,
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,
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,
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, , 一 , 、 盖

,

△岑

巧 ‘ 毒
,。 , , , ‘ 告

,。

③ 儿
二 二 击 一巧 ,

④用递推 校正 法求解

帆
劣 ‘一丢

,

盖 儿
二 、 盖

, 十丢 头
二

对应的方程计算 肠

‘ 号
, 十盖 翌王丛些红

阳

些兰二
,
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, ,
· ’ ‘

帆习
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留

盖
,

告 头
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号
,

帆
,
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△

二 。,
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, 二 ,

,十责
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二‘ , 委

儿 ‘一
,

, 盖 , 二 、
,

, 丢
二 ‘ ,

,十普
,

乞 , , , 二

沙二
, 二

,

, 盖一 , 二
,

, 去 肠
,

, 告
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⑥差分

呱 ‘
,

, 丢一 ,妻

,

并加伪时间项
,

得如下关于 的三对角线的方程
,

解之得

￡, 合
△

从一弄
,

什丢一 计丢
,

扦毒 从 乌
,

畏 从 丢
,

丢
‘ 一

“ “
山
一

“△二 △

吠
,

盖 尸量, 壹 尸彭 鑫 玛
,

告

, 乞 ,

⋯

△ △ △

将
, , , ,

作变换 艺一 一 乞,

△ 一 △ 或 了一 一 ,

△军 一 △
,

可得它们对应的右边界或上边界的公式
·

方向公式可类似给出 以上 ④在一定程度上相当于 ⑥差分的逆过程 经过 ④一 ⑥
,

得到

很容易求解的三对角线的方程 本文和【 中的计算都采用了这样的 迭代法

驱动方腔流动数值计算

我们用交错网格紧致差分格式数值模拟了由剪切力驱动的二维方腔流动
,

考虑 一 方程
· ,

计算区域
,

,
,

边界条件 一 , ,

当 ,
, ,

当 , 或 或

取 。 。 二 ,

△ △ 二
,

为了进一步验证等价性 定理
,

【 中用较粗的网格
,

迭代
,

使误差降至
、 一 ,

本文用多重网格法
, , ,

使 、 一 ,

这说明压力 方程 即 可等价地替代连续方程 、。 二 假设保留动

量方程

图 中的

方程
,

劝‘ 一 劝‘
,

△

流线图为流函数 劝 的等值线 为了求解 劝
,

本文利用下列公式推出 劝的

。 、 ,

二
,

二
、“ 甲乞 ,

一 甲乞
,

肠 州卜

—
肠 , , , 夕 ,

—
‘ , 宁 万 口 口

’

△

了 、

又‘ 、汤 、 , 尸 , 、

一 ‘ 丢
,

一万了
‘ , , 、

·

工

其中 。 , 。 ,

呢
二 用至少二阶精度的差分

,

则下式和 四阶逼近连续方程
,

【劝‘
,

, 一 劝、
,

, 一 叻‘
,

, 一 劝‘
,

」一【叻、
,

一 劝‘
,

, 一 劝、
,

, 一 劝‘
,

, , ·

于是 卜
, , ,

卜
,

为 一 方程 的另一

种四阶精度紧致差分格式

图 中的
·

定义为

福二获一一一一二万 厄二万一 一一下二 、
资二 、

’

廿 , 、
’ ‘ , , ,

“ 、

仃
、

一引
’

仃
十

秘
‘ ’ 、 、 ,

,,
, 、 ,

。 。 ,

】。
, 。

中我们给出的结果计算时间较短
,

本文采用多重网格法计算压力
,

进一步计算得数值

解随时间 忿变化的周期约为 见图
,

图
,

与 中给出的 接近
·

从图中可以看出
,

数值解尚未达到完全稳定地周期变化 图 中 亡

叹
一‘ △。 一 一 ‘一‘ 几 △ 一 侧

附近
·

一
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仔细些计算可得

一‘ 。 △‘ 。△‘ 。。 一 、 一

中给出的结果图象所显示的周期为速度周期的四分之一
,

本文图 图 中的结果相吻合
·

由图
, 。 合

,

告
,

或 。 丢
,

盖
,

也给出了类似的结果
,

这与

可近似写成

二艺 二忿 艺 ,

周期 也随时间 云改变 逐渐大于零 图
,

“ 川 图
,

》 川 图

一

万

丫丫沪办八凡
、

一
’

习 已

图
·

流线图 亡 亡
· , , 图 中心点

,

处的速度随时间 。一亡 变化曲线

必

已 日目

亡一云

四﹃
八

砒四﹃

图 图
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一‘斗一

撰

图 一 ‘ 随时间 。一 忿 变化曲线 ‘
,
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