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平板内后分叉的局部化带1)

李国琛　　黄　涛
(中国科学院力学研究所,北京 100080)

摘要　已知剪切带状分叉将引发裂隙. 为模拟其后继效应,本文利用大应变有限元的空

单元技术设计了自动释放损伤单元内残余应力的方法. 这种损伤松弛可以具有各向同

性或各向异性的性质. 结果显示,受单向拉伸平板中心的水平裂隙会向斜角方向辐射局

部化带,带内有明显厚度颈缩及平面错动. 由此说明实验所观察到的这类局限于带内的

变形应属于后分叉的效应.
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引　言

承受单向拉伸的金属板材,在后期会在斜角方向出现局部化带,带内集中有厚度颈缩

和剪切错动[ 1, 2 ]. 一种传统的说法,认为剪切型失稳出现在平板中具有零法向应变的方向

上[ 1 ]. 但这种说法不能解释和说明激发它的原因. 我们最近的一些研究成果又表明[ 3, 4 ]:

从分叉理论所导出的剪切带将是沿着近乎与单向拉伸轴相垂直的方向. 也就是说,分叉扰

动本身没有这类倾斜的局部化带形态.

研究结果又揭示[ 3, 4 ] ,分叉时刻会伴随激发高三轴张应力,尤其是在板层中面区. 这就

解释了实验[ 2 ]所观察到的现象,靠近板中面层的空洞分布量较高. 由于分叉时的剪切带很

窄,其长度范围也有限,可以认为分叉形成一条空洞化程度很高的裂隙. 裂隙方向处在与

拉伸轴相垂直的水平线上. 其绝对长度与板宽相比仍然可以认为是较短的.

本文采用大应变有限元计算方法[ 5 ]和空单元技术[ 6 ]模拟这类短裂隙的后继效应或称

后分叉效应. 但以往的空单元算法[ 6 ]未曾交待如何处理单元空化前所残留的应力释放问

题. 为符合受损材料性能的情况,本文设计了释放空单元内残余应力的方法,以模拟应力

松弛.

计算模拟的结果表明,短裂隙确实会在斜角方向上引发局部化带,带内有明显的厚度

颈缩和平面错动. 文中还研究了空单元内残余应力的释放速度和其他因素对平板的宏观

性能和局部化带的作用.

1　计算的模型和方法

设有一单向受拉平板试样. 由于它的几何和受力的对称性,计算分析时仅需取其四分

之一区域即可,如图 1 (a)所示. 图中四边形网格 (除过渡区以外)又被分为四个等应变三
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角形. 当试样被拉伸到一定名义应变之后 (以后取为 ∃L öL = 0. 1) ,在中心区假设分叉引

发一排空单元代表裂隙. 图 1 (b)给出了裂隙的细部放大情况,短的取两个 (黑色单元) ,长

一些的取到六个 (加长到阴线区) ; 分别相当于裂隙的长宽比为 4: 1与 12: 1. 因此均可作

为细长的裂隙条,但这样的长度相对板宽而言仍然是短的.

试件两端的均匀拉伸受控于逐渐增大的名义应变 ∃L öL . 计算时,取它为广义时间 t,

每个增量计算增加一个 ∆t. 加载端的切向是自由的,即各结点无切向力. 以后也会比较加

载端受约束 (切向位移为零)的情况. 试样的侧边为无应力的自由边. 两个对称轴线上的条

件是各自的法向位移和切向力均为零.

采取逐极更新拉氏坐标体系下的大应变有限元计算的原理和方法已有过详细论

述[ 5 ] ,这里不再赘述. 图 1 (a)中共有 1 427个结点和 2 742个平面应力三角形单元. 在名义

应变 ∃L öL = 0. 1时先按图 1 (b)所示情况取空单元. 之后,任一单元内的等效应变达到规

定的临界值 �c,也将被空化.

图 1 (a)有限元网格, (b)起始空单元
F ig. 1 (a) F in ite2elem ent m esh, (b) the in it iat ion of emp ty elem ents

图 2示意了空单元内应力的松弛方案. 受损单元内应力 Ρ本应随应变 �的增加而降

低,但直接引用应变软化模型会在计算过程带来刚度矩阵的不稳定以致发散现象. 本文设

计的模型是将实线所示的软化过程在数值上分解为虚线所示的锯齿型虚拟路径. 每一齿

代表一个计算增量过程. 其中, p 是空单元受周围单元带动而随意变形; 由于该单元不再

提供刚度,因此是在维持原有残余应力控制下的塑性变形. e则是弹性卸载路径,在每个
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图 2　残余应力释放的示意图

F ig. 2　 Schem atic demonstration fo r the

relaxation of residual stress

计算增量中同时对空单元施加与原有残余

应力相反的松弛应力. 实现 p 路径很简单,

只要在各增量计算所形成的总体刚度矩阵

中不让该单元的局部刚度进入即可. 下面着

重介绍如何计算反向结点力{f }以实现 e路

径卸载. 计算所得反向结点力应归入载荷列

的有关位置上,这样左端项的总体刚度就不

受影响.

设已知在达到需要空化时单元内的应

力状态Ρ. 现给定在下一个计算增量中应力
的松弛量为- d Ρ. 在各向同性损伤时可以
假定各个松弛分量是按同一比例卸载. 也可

以对不同方向规定不同的松弛比例,以模拟

损伤的各向异性. 计算反向结点力共需三个

步骤.

(1)由给定的应力松弛量{d Ρ}确定应变增量{d
(e) }

一般地可以写作

[D ] d
(e) = - {d Ρ} (1)

其中[D ]是弹性刚度. 各松弛应力量相对各自原有的分量可以是同比例缩小 (各向同性) ,

也可以是不同比例的 (各向异性).

(2)求解相应的结点位移回弹量{∆}.

由有限元计算可知位移与应变的增量关系

[B ]{∆} = {d
(e) } (2)

矩阵[B ]的元素都是常量,决定于结点位置和单元面积. 显然 (2)式所包含的方程个数尚

不足以求解各个位移回弹量. 所差的方程可借助于有限元方法中单元刚体位移和刚体转

动为零的条件.

(3)确定反向的结点松弛力{f }

{f } = [B ]T [D ] [B ]∃{∆} (3)

此式为有限元方法中熟知的根据结点位移回弹来计算结点力的公式. 在平面问题中每个

单元

{f } = [X i Y i X j Y j X k Y k ] (4)

共有六个结点力分量.

这样在每个计算增量中,一方面不使空单元介入左端总体刚度以体现该单元无刚度

的自由扩展 p 中径,同时又在右端载荷列中加入 (3)式所规定的反向结点力以达到弹性

卸载的 e路径. 两个路径合二为一后成为图 2所示的实线路径.

为得到稳定的计算结果, 计算增量应取得足够小. 例如, 本文所作算例均采用了约

1000个计算增量,每次名义应变值的增量仅为 2×10- 4. 每个增量的计算无需迭代,可使
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执行程序简单. 每个计算增量后都要按所求得的位移增量更新各结点的空间位置. 各单元

内的应力,应变及塑性模量等也要逐项更新. 在已达到空化的单元内,则要将松弛的应力

从原有的残余应力中扣除并规定下一步增量中所需松弛的百分数.

2　空单元应力松弛对宏观响应的作用

取试样的长宽比 Θ= 3. 25. 经过计算在名义应变达到 ∃L öL = 0. 1之前,试件中确实

为均匀的单向拉伸状态,当名义应变 ∃L öL = 0. 1之后,取中心区有一排单元被空化 (如图

1 (b)所示的两个黑色三角). 单元内应力松弛率可定为

Η= ∆S ö∆t (5)

其中 ∆S 为在计算增量 ∆t内尚存残应力所要松弛的百分数. 因此 Η不会是正值,以下计算

中选用了 Η= 0, 25, 225, 250, 2500. 以Η= - 50为例,其含意是:试样中每增加 2×10- 4的

名义应变则空单元内应力就松掉 1◊ ,其他情况可依次类推. 为便于比较,以下各算例中

∆t值被固定为 2×10- 4.

设平板材料遵循熟知的 P randt l2R eu ss增量规律,即不可压缩的塑性幂硬化公式

ΡeöΡy = (�eö�y ) n (6)

其中 Ρy 和 �y 分别是屈服应力和屈服应变 (取为 �y = 0. 001 8) , Ρe 和 �e 则为各单元内的等

效应力和等效应变,硬化指数 n= 0. 14. 在拉伸过程中其他单元被空化的条件是: 单元内

等效应变达到临界值 �c= 0. 8.

基于以上参数,图 3绘制了选用不同应力松弛率 Η的计算结果. T 是加载端所承受的

平均名义应力,为标准化,除以屈服应力 Ρy. 横坐标是名义应变 ∃L öL . 在 ∃L öL = 0. 1之

前,试样中无损伤并处于均匀应力状态,名义应力2应变曲线遵循 n= 0. 14幂硬化的部分

可以略去不表. 由图可见, Η值的变化将极大地影响材料的可拉伸度. 没有应力松弛的 Η=

0情况对应着最大的拉伸度. 松弛愈快,韧性愈小. 试算也表明,改变临界值 �c 也会影响拉

伸度. 大体上说,拉伸度与 �c 值的大小成正比,不再一一列举. 需要说明的是,所取 Η值的
效果是使空化单元在每个计算增量 ∆t过程中按 ∆S 百分比松弛所残余的应力,因此残余

应力只会随着计算增量次数的增加逐步接近零但不会达到或超过零.

3 　带状局部化变形的演化

以图 3中 Η= - 25为例,图 4展现了拉伸到不同名义应变值 (a) ∃L öL = 0. 153, (b)

0. 164和 (c) 0. 176的局部化变形状态. 图中标注了厚度变化 ∃höho (= (ho- h ) öh ) ,其中 ho

与 h 分别为初始和瞬时板厚)在平面内的分布情况. 由具有等值的轮廓线可以清楚地看

到,在最早被空化的板中心区域厚度减薄最为严重. 由此幅射出带状颈缩变形. 初始时局

部化带与水平轴线的夹角为 30°左右 (见图 4 (a) ) ,发生在名义应力 T 开始下降时. 以后,

随变形增大倾角逐渐接近 40°. 按照零法向应变准则的实验判断,受单向拉伸时的倾角应

是 35. 30[ 1 ]. 以上模拟结果与这一结论很接近.
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图 3　单向拉抻板材受损后在不同松弛率下(Η= 0, - 5, - 25, - 50, - 500)的宏观响应
F ig. 3　T he overall response of p lane sheet loaded uniax ially and

dam aged w ith diferen t rate of relaxation (Η= 0, - 5, - 25, - 50, - 500)

图 4　不同拉伸度下(a) ∃L öL = 0. 153, (b) 0. 164, (c) 0. 176局部化带内厚度颈缩∃höh0的轮廓图
F ig. 4　T he contours of th ickness neck ing ∃höh0 in localization

band at differen t stages of elongation ( (a) ∃L öL = 0. 153, (b) 0. 164, (c) 0. 176)

　　取 Η为其他值时,也有类似结果. 一般来说,可拉伸度愈大,材料韧性愈好,在局部化

带内厚度颈缩也愈为突出. 由图 4可见,板平面内也会出现板宽颈缩,由此带动,在外缘线

的反弯点处会有明显的剪切错动变形. 错动值随名义应变的增大而增大. 此外,局部化带

的带宽及带内的厚度颈缩也与名义应变成正比地增加. 这些情况都与已有的实验报导[ 2 ]

定性相符.

如将 ∃L öL = 0. 1时所启动的空单元由图 1 (b)所示的二个延长为阴影线区的六个单

元,计算结果也与以上相似. 只是倾斜的局部化带会以新的裂隙端口射出,因此整体向侧

边外缘推移. 为模拟损伤的各向异性,可以对平板的 x 和 y 两向取不同的松弛率 Η值. 结

果表明,在单向拉伸情况下,材料的宏观力学响应和局部化特征将主要服从于拉伸轴 y 方

向的 Η值,而与 x 方向的取值基本无关. 最后,若保持试件长宽比 p = 3. 25,但改变加载端

的边界条件,从自由拉伸时无剪切约束改为加载端侧向位移为零. 计算结果也相类似,只

是倾角会略微减小. 由此可见,启动裂隙的长短 (相对板宽仍然较短)、表征受损材料的空

单元在各方向上的异性以及具有足够大长宽比板材加载端的侧向约束均不影响局部化带
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演化的主要特征. 这就为出现局部化带的必然性提供了说明.

4　结　 论

广泛的算例表明,由板中心的损伤裂隙会激发倾斜的局部化变形带. 带内变形特征与

实验现象相符. 由此支持了我们在前文[3 ]中的猜想: 局部化带是一种后分叉现象. 为抑

制这类局部化变形提高板材韧性,应从推迟分叉抑制空洞化发展入手.
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LOCAL IZAT ION BAND OF POST-B IFURCAT ION

IN PLANE SHEET

L i Guochen　 H uang T ao
( Institu te of M echan ics, A cad em ia S in ica, B eij ing 100080, Ch ina)

Abstract　 In o rder to sim u la te the sub sequen t effect cau sed by the flaw w h ich is in it ia t2
ed a t shear2band b ifu rca t ion, a la rge2st ra in fin ite2elem en t ana lysis is em p loyed w ith an

em p ty2elem en t techn ique designed to au tom atica lly release the residua l st resses in the

dam aged elem en ts. T he dam age relaxa t ion can have either iso trop ic o r an iso trop ic p rop2
erty. It is dem on stra ted tha t inclined loca liza t ion band does rad ia te from the flaw in

p lane sheet loaded un iax ia lly. T h ickness neck ing and p lane shearing can be obviou sly

seen in the band. T h is fact suppo rts the view tha t such bands ob served in experim en ts

are associa ted w ith po st2b ifu rca t ion effects.

Key words　loca liza t ion, po st2b ifu rca t ion, neck ing
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