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轴向应力波作用下完善弹性直杆的稳定性分析

汤立群 　朱兆祥 3

(华南理工大学交通学院 　广州 　510641)

摘 　要 　应用离散系统的稳定性理论 ,在“冻结”系数的条件下研究了在轴向应力波作用下弹性直

杆的稳定性的特点 ,得出了特征矩阵的特征值随应力波传播的变化规律 ,这些变化规律表明在研

究应力波引起的直杆屈曲问题中 ,采用冻结边界技术和在应力波阵面上假定横向位移及其一阶导

数连续是合理的。研究还表明对于完善系统 ,单凭线性稳定性理论不足以预言应力波传播引起的

动态后屈曲的发展方向。
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　　大量的实验[3 ,4 ]表明在冲击载荷作用下 ,应力波的传播对结构的屈曲具有重大影响。为

了研究应力波对动态屈曲的影响 ,人们常常从最简单的结构 ———弹性直杆的行为入手 ,以期了

解应力波传播对屈曲影响的实质。如图 1 所示 ,一恒值应力波从直杆的左端开始沿直杆向右

传播 ,常见的问题是 :直杆何时发生屈曲 ,为此在众多文章[5 ,8～10 ]中采用了“冻结边界”的技

术 ,即假定在屈曲时刻η,瞬时冻结直杆的右边界于应力纵波的波阵面上 ,然后研究在撞击端

与“冻结边界”段之间杆的稳定性问题。然而 ,这样研究引出的问题 :一是用局部“变”长直杆的

稳定性来代替整个直杆的稳定性是否合理 ;二是这样做常常要假定在应力波波阵面处的边界

条件 (对图 1 所示的问题一般假设为固支边条) ,该假设的合理性又如何。目前尚未见到文献

对这两个问题的回答。

本文试图从另一角度研究应力波引起的直杆稳定性问题 ,即研究一有限又足够长的完善直

杆 ,当一恒值 ( P0)应力纵波从杆的一端起以恒定速度在直杆中传播时 ,整个直杆在纵波运动的各

个时刻的各平凡解的稳定性 ,也即不再把直杆分成受力段与非受力段来分析。这样通过对整个

直杆平凡解的稳定性分析 ,反映应力波传播对直杆屈曲的影响 ,同时回答了上述两个问题。

1 　基本控制方程

图 1 　弹性直杆受轴向应力波的作用

Fig. 1 　Axial stress wave propagating along a

semi-infinite beam

　　平凡解支的稳定性分析依赖于离散系统的奇异点

的稳定性理论[2 ] ,在本文的分析中 ,将对直杆在空间

上离散化 ,用有限维系统来近似原来的连续系统。对

于完善的弹性直杆在小变形、小应变的条件下 ,直杆的

横向位移 w 的控制方程如下[1 ] :
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其中 , X 、t 分别是空间和时间坐标 ,ρ是材料密度 , A 0 是直杆的横截面面积 (本文考虑的是等

截面杆) , I 是横截面的转动惯量。

　　对方程 (1) 进行无量纲化 ,引入如下的变量 :
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其中 , C0 = E/ρ,弹性纵波波速 ; r = I/ A 0 ,直杆横截面的回转半径 ,则方程 (1) 变为 :

54 y
5 x 4 +

5
5 x

p
5 y
5 x

,8+
52 y
5τ2 = 0 (3)

其中 p = p 3 H (τ - x ) , H (τ) 阶跃函数。

2 　奇异点的稳定性理论

　　对于一个 n 维非线性一阶微分方程组 :

d V i

dτ = f i ( V 1 , V 2 , ⋯V n) 　　( i = 1 ,2 , ⋯, n) (4)
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则点 S 被称为方程组 (4) 的奇异点[2 ] 。

方程 (4) 在奇异点 S 邻域的特性 ,一般来说只取决于方程在奇异点邻域的线性项 ,因为
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对于式 (6) 的一阶常系数线性方程组 ,其矩阵 AS 的稳定性有如下定义 :若 AS 的所有特征值γj

有负实部 ,即 Re (γj) < 0 ( j = 1 , ⋯, n) ,则 AS 稳定 :若 maxRe (γj) < 0 ,且该特征值只对应

于 AS 简单的初等因子 ,称 AS 拟稳定。文[6 ]的定理说明方程 (4) 在奇异点 S ( V S
1 , V S

2 , ⋯, V S
n)

周围的稳定特性取决于如下方程的根 :

det
5 f i

5 V j > f- γδij = 0 (7)

　　当方程 (7) 的所有根γj 中只要有一个根的实部取正值 ,则方程 (7) 在这奇异点周围将是

不稳定的。

因为方程 (4) 的平凡解支 V i (τ) = 0 必能满足 (5) 式的定义 ,故平凡解支上所有的解均为

奇异点 ,因此这时方程 (4) 在平凡解周围的特性 ,在一般情况下取决于方程 (4) 的线性化形式。

3 　稳定性分析

3 . 1 　方程的离散化
　　如图 2 所示 ,用有限差分对式 (3) 在空间上进行离散化 ,其中 ,把整个直杆等分成 n + 1 个
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节点 ,但只有 n - 1 个自由度 ,每个网络的长度为Δx ,位移 y i 定义在网格的整点上 ,而轴向载

荷 p i 定义在半格点上。

图 2 　直杆的离散化

Fig. 2 　The discreted bar
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写成广义形式为 :

(
d2 y i

dτ2 ) = gi ( y1 , y2 , ⋯, yn - 1) 　　( i = 1 ,2 , ⋯, n - 1) (9)

这里 , gi 可以看成一个广义力 ,而且当 y i = 0 ( i = 1 ,2 , ⋯, n - 1) 时 ,有 gi = 0。式 (9) 是二阶

微分方程组 ,必须先化成一阶微分方程组 ,引入如下变量 :

q1 = Ûy1 , q2 = Ûy2 , ⋯, qn - 1 = Ûy n - 1 (10)

和 2 n - 2 维向量 V ,即

V T = ( y1 , ⋯, y n - 1 , q1 , ⋯, qn - 1) = ( V 1 , ⋯, V 2 n - 2) (11)

这样 (9) 式就可以用如下的一阶微分方程组所等价 :

d V i

dτ = f i ( V 1 , V 2 , V 2 n - 2) 　　( i = 1 ,2 , ⋯,2 n - 2) (12)

显然 ,对于方程 (12) 的平凡解 y i (τ) ≡0 且 qi (τ) ≡0 也是方程的奇异点。

3 . 2 　边界条件的离散化
图 2中直杆有 n + 1个节点 ,但只有 n - 1个自由度 ,是因为在直杆的左端采用固支边界条

件 :

y0 ≡0 , 　　y - 1 ≡ y1 (13)

在直杆的右端 ,为了方便起见也采用固支边界条件 :

yn ≡0 , 　　y n +1 ≡ y n - 1 (14)

将式 (13) 和式 (14) 代入式 (8) 能得到靠近边界的两个分量 g1 , gn - 1 。

3 . 3 　特征矩阵 A

平凡解支的稳定性特性取决于式 (12) 的 Jaccobi 矩阵 A 的特征值 , A 为 :

A ij =
5 f i

5 V j
　　( i , j = 1 ,2 , ⋯,2 n - 2) (15)

由式 (11) 则 A 等于 :

A =
0 I n - 1

D 0
稳定 (16)

其中 I n - 1 是 n - 1 阶的单位矩阵 ,而 D 是 n - 1 阶方阵 :

D ij =
5 gi

5 y j
　　( i , j = 1 ,2 , ⋯, n - 1) (17)
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很容易证明矩阵 D 是个实对称阵 ,但是 A 却是个非对称的实矩阵 ,在矩阵 A 中除了 p i 是时间

相关外 ,别的都是常数 ,根据 p 的定义 ,有

pi = p 3 H (τ - ( i -
1
2

)Δx ) (18)

因此 A 也是时间相关的。严格来说 ,常系数矩阵的稳定性理论在这里并不完全适用 ,我们将采

用冻结系数法 ,即只考虑直杆在有限个时刻的平凡解的稳定性 ,这些时刻被假定为应力波从杆

的第 0 个节点开始传播到第 1 个节点 ,第 2 个节点 , ⋯,第 n 个节点的这个时刻 ,因此时间τ取

如下的离散值 :

τ = τm = m ×Δx 　　( m = 1 ,2 , ⋯, n) (19)

至此 ,我们所讨论的应力波引起的直杆稳定性问题变成求在上述各个时刻矩阵 A 的特征

值。

式 (16) 给出矩阵 A 与矩阵 D 之间的相互关系 ,下面求它们的特征值间的相互关系。设γA

为矩阵 A 的特征值 ,γD 为矩阵 D 的特征值 ,则它们分别满足 :

det ( A - γA I2 n - 2) = 0

det ( D - γD I n - 1) = 0
(20)

把式 (16) 代入式 (20) 得 :

det ( A - γA I2 n - 2) =
- γA I n - 1 I n - 1

D - γA I n - 1
=

0 I n - 1

D - γA
2 I n - 1 - γA I n - 1

=

±det ( D - γA
2 I n - 1) = 0 (21)

比较式 (20) 和式 (21) ,显然有

γ2
A = γD 或γA = ± γD (22)

　　因为 D 是实对称矩阵 ,故γD 均为实数 ,所以矩阵 A 的特征值是实数 ,或是一对共轭纯虚

数。

3 . 4 　矩阵特征值的求解
由于计算机技术的发展 ,使得即使在微机上求解高阶 (上百阶) 矩阵的所有特征值已不再

困难 ,因此也可以通过直接求解矩阵的所有特征值 ,然后再去判断矩阵的稳定性。根据式 (22) ,

可以先求出实对称矩阵 D 全部特征值 ,然后求 A 的特征值实部。

4 　计算结果和讨论

4 . 1 　计算结果
图 3 和图 4 反映的是在相同载荷 ( p0 = 0 . 001 511) 作用下 ,杆长 l 分别取 400 和 600 时 ,

矩阵 A 在不同时刻的特征值的前 6 个最大实部值随时间τ的变化趋势。

4 . 2 　讨论
从中可以看出 ,当时间τ= 50时 ,即应力纵波传播的距离 x = 50 ,矩阵中出现了实部大于

零的特征值 ,即τ > 50 后 ,直杆开始产生非平凡解。在计算中为了便于比较 ,杆中载荷的幅值

均取 0 . 001 511。相比可以看出 ,二者的曲线簇在应力波传至杆的另一端之前 (τ< 400) 是基本

一致的 ,尤其是第 1、第 2 两条曲线 ,虽然在第 1 条曲线的起始位置有略微的差别 ,但考虑到这

是对高阶矩阵求解特征值的结果 ,这些差别也是在可接受的范围之内。说明直杆足够长时 ,杆
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的右边界确实对屈曲特性没有什么影响 ,也就是说“冻结边界”的技术在研究应力波引起的直

杆屈曲问题时是可行的。

图 3 　特征值实部随应力波传播的变化趋势

( l = 400)

Fig. 3 　The variation of the reals of eigenvalues

with the propagating stress wave when

l = 400

图 4 　特征值实部随应力波传播的变化趋势

( l = 600)

Fig. 4 　The variation of the reals of eigenvalues

with the propagating stress wave when

l = 600

图 5 　特征值随应力波传播的变化

(解析解)

Fig. 5 　The variation of the reals of

eigenvalues with the

propagating stress wave

(analytic solution)

文[10 ] 对图 1 的问题应用冻结边界于应力波波阵面和

假定在应力波波阵面为固支条件 ,并在作用相同的载荷 p 3

下 ,得到如图 5 所示的特征曲线簇 ,可以看出它与图 4 是十

分相似的 ,作为一个定性结果 ,这说明对于假定应力波波阵

面的横向位移及其一阶导数均为连续是合理的 ,因为若在

波阵面直杆横向位移是另外一种边界条件 ,那么特征曲线

簇的形状也会明显改变[9 ] 。但是图 4和图 5之间又存在明显

的差异 ,即两曲线簇在时间轴上的位置不一样 ,前者更早出

现不稳定解。导致这个差异的原因可能是在本文分析中采

用有限维离散系统来近似连续系统。对该问题的深入探讨

有赖于两系统的稳定性的收敛证明。

图 4和 5的每一点均代表一个非平凡解 ,我们称之为特

征点 ,这说明在应力波传播引起的动态屈曲问题中 ,随着参

数 (时间或应力波传播距离) 的变化 ,屈曲特征不再是象静

态问题那样只是一系列离散的特征点 ,而显示出一系列连续的点或一簇特征曲线。但是 ,在一

簇特征曲线中 ,直杆的后屈曲将选择其中哪一个点作为初始点 ,是否为第一个非零特征点 ,若

是图 4 中的第一个特征点 ,那么由于该点的特征值实部为零 ,随着时间的发展 ,方程的解不会

扩展 ,这与后屈曲的基本要求相矛盾。这说明对于应力波引起的屈曲问题单凭线性的稳定性理

论无法预言后屈曲的发展方向。对该问题的最终解决也许要依赖非线性分叉理论的发展 ,并分

析出每一个解支的稳定性 ,从而确定后屈曲的起始点 ,或者如文 [5 ,7 ,9 ,10 ] 引入用于判断后

屈曲起始点的准则。对于以时间为参数的屈曲问题要应用非线性分叉理论较为困难 ,因为此时

相对平凡解的分叉常常不再是分叉点而是分叉线或分叉面 ,从图 4 可以看出本文的问题是属

于分叉线问题。
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5 　结论

　　本文应用离散系统的奇异点的稳定性理论研究了在应力波沿直杆传播的过程中直杆平

凡解支的稳定性特点。在研究过程中 ,本文做了如下假定 : (1) 用有限维离散系统近似直杆的

连续系统 ; (2) 应用冻结系数法 ,即研究的是直杆在有限个时刻的平凡解的稳定性。其中离散

系统的稳定性和连续系统的稳定性之间的相近程度或收敛性本文并未给出 ,该工作有待于进

一步深入研究。

计算结果反映了在应力波传播引起的完善直杆的屈曲问题中 : (1) 采用冻结边界技术即

忽略直杆未受力段的影响是可行的。(2) 在应力波波阵面假定直杆横向位移为固支边界是合

理的。(3) 本文认为对于单凭线性稳定性理论不足以预言应力波引起的动态后屈曲的初始方

向。
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ANAL YSIS OF STABIL IT Y OF PERFECT STRAIGHT

ELASTIC BAR UNDER AXIAL STRESS WAV ES

Tang L iqun 　Zhu Zhaoxiang 3

(College of Traffic and Communications ,South China Univ. of Tech. )

Abstract 　The stability characteristics of st raight elastic bars under axial st ress wave was studied

by means of the stability theory of discrete systems on the condition that the coefficients are

“f rozen”. The derived variation laws of the eigenvalues of the characteristic matrix with the propa2
gation of st ress waves indicate that in studying the buckling problems of this st raight elastic bar ,

it is reasonable to adopt the boundary-f reezing technique and to assume the transverse displace2
ment and its first-order derivative to be continuous at the st ress wave front . The study also showed

that only the linear stability theory is not enough to predict the beginning point of the dynamic

post- buckling induced by stress wave for perfect systems.

Key words 　stability ; st ress wave ; bars
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