
© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

第 卷 第 期

年 月

空 气 动 力 学 学 报
人

, 念

云

动量矩方程的剪切积分解析表示式

何 尤 德
中国科学院力学研究所

,

北京 邮政编码

摘要 本文采用两层涡粘性模型和速度剖面的指数律
,

导出了可压缩动量矩方程的

剪切积分解析表示式
,

从而大大简化了边界层计算
。

和其它理论结果相比
,

本结果更接近

于实验数据
。

关键词 二维可压缩边界层
,

积分法
,

涡粘性
。

引 言

在边界层计算中
,

除了卡门动量积分关系式外
,

动量矩方程
、

机械能方程也是重要

的附加方程
。

年举行的 湍流讨论会
,

对 个积分法作出了评价
,

而评出的

个较好的方法中
,

前两个是机械能方法
,

后两个是动量矩方法 〔
’〕。

求解动量矩方程的关键在于确定其剪切积分项
。

这方面有 。 〔 〕和 〔 〕

的工作
,

他们曾给出了经验关系式
。

而 〔‘ 一 石二则采用机械能方法
,

沿边界层法

线用数值积分来确定机械能方程的耗散积分项
。

这样 ,
一

求解边界层方程时沿流向每推进

一步
,

耗散项就得积分一次
,

因而具体使用颇为不便
。

本文是在文献〔一 〕的基础上
,

采用两层涡粘性模型和速度剖面的指数律
,

导出了

动量矩方程的剪切积分解析表示式
,

从而为动量矩方法的边界层计算提供了一个实用的

剪切积分关系式
。

一
、

动量矩方程及其剪切积分项

动量矩方程

采用边界层坐标系
,

引人流函数岁
,

使岁
, 二 加

。 ,

岁 一 刀 。 。 ,

并进行

坐标变换
‘之二

一
‘

丛 鱼 二

。 口。

试
’ 」

一 二一 龟 下万
尸 。

一 岁
,
厂 一 少

, 一 ,心 。 几

这里
, 。、 。 、户 、 、

娇队分别为边界层切向速度
、

法向速度
、

密度
、

压力
、

声速和剪应 力
。

而下标。和 则表示边界层外缘的气流状态和自由流的滞止状态
。

假定边界层内总焙处处

本文于 年 月 。日收到
,

年 月 日收到修改稿
。
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相等
,

且等于自由流总焙
。

对边界层动量方程两边乘以
,

然后利用上述变换关系式和

速度剖面的指数律
。

二 △ , 一 ‘一 ,

沿物面法线由 至 △积

分
,

则可导出动量矩方程如下 〔
“ 〕

旦旦 二 丛些生达型生立坚 丝生

。

于一
。。

瓮瓮
’ ’”

‘一‘ ‘ , ,

之
‘

荟 川

其中△和
,

分别称为变换边界层厚度和变换动量厚度
,

且有

△ 红丛二旦过卫
万 ‘一

“, 一

淤
‘一

淤
一

杂
’“

‘一

命 卜淤
一

是
‘一

会
。

溃
‘一

汾
。

这里
、

夕和 表示边界层的名义厚度
、

位移厚度和动量厚度
。

式两边乘以 二 ,

经整理可得沿流向坐标 、 的动量矩方程为

啦一近丝丛琪洲立山二塑 乌黑华
‘一 ‘ ‘

二 勒
另 似

。 戈 艺 口 。

式中
。

为边界层外缘气流的马赫数
,

为局部摩阻系数
。 。。 毛。〕的边界层测量结果表

明
,

对于跨声速流动
‘二、一 卜沙

。

八
一

沙
。一 “‘

是个很好的近似
,

故本文以后用刀代替
、。

·

剪切积分项 ‘·‘一 , ‘ ‘△,

下面导出剪切积分的解析表示式
。

△ 的区域为由固壁限制的粘性底层

和从粘性底层向湍流区过渡的过渡层
。

在此区粘性应力和湍流应力之和
,

即总剪应 力

大体为常数值
,

并等于壁面上的剪应力几
〔’」。 在 △ 的区域忽略粘性应力

,

剪应

力完全由湍流应力组成
,

即

‘ 一 “
‘ ‘

。

采用两层涡粘性模型
〔‘ 」和速度剖面的指数律

。

一 △ , 一 斤 一 ,

剪应力
。

在内区
,

假定 “
二 ,

如 , ,

则
内“ , ’ ’ ’ 。 。 。 。

’△
。 。 , △ ’

以确定

会
内

更兴叫需
’一 ”

·

“ 去瓮荟
““ ,

在外区
,

因速度剖面的指数律
。

△ 在边界层外缘处
。

众 笋 而

导致剪切积分的计算值偏大
。

为简单计
,

本文仍用速度剖面的指数律
,

只对外区的涡

粘性模型作一修正
, 以百来代替

。

其次
,

在外区假定 “
。十

。 ,

并利用关系式
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和
。 。 。 , 。 。 ,

以及 夕
,

可得
己外 。

△
。 。 。 ’· ‘

方 一 分 方

劲
夕,一

·

“‘

刽
‘

劲
“

着冷君寿
一

刹
一 ’

令刀一 八 ,

沿边界层剖面将司
。
在粘性底层

、

内层和外层积分
,

可得到

轰
。一

、

。‘

众
底 。 。 ,

轰
内‘。 。

青
外山

八 八 , ,

二
, 、

「。
一

。 上十 月 一 下不一 。

七 了

,

压
。

一 。曹一
”

。 。 二 , 。 , 、

牛生
卞 匕丁不百万耳耳不一不万八 一

‘

任了 、 丫 ,

并有关系式
, 一 , , ,

。 “ 。

一
。 ,

斤

亡 尸
。

户 , , 厂
’ 。

。

营
’‘

今。
苦

。 。 “ 行‘ , ,

叮。 下万舀二耳不一不万丁
一

、卫 下

式中冲
。

是内区和外区分界点的 么值
,

是用枷 二今的条件确定
,

而 一 和 亡 ,的具体

关系式分别见文献 〔一 〕
。

本文以 来表示不可压缩状态
。

一

丁
’

,

, 。 伙刃

一一 理论值

实验数据困

一
知

︸习
,认玄了一几有一女

图 不可压湍流边界层的剪切积分
们
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对于剪切积分
, 〔“ 〕和 仁”的经验关系式分别是

会荟

劲

, 。 。

二‘一

—十
。
·

。

片
’

急
算 例

对 等人 〔
吕’的实验数据作两点说明 实验数据均取为 英尺的

只。。一 忍弓

图 剪切积分随马赫数
。
的变化

反 全 。

情形
,

以保证流动为完全湍流状态
。

簇方簇 时
,

左
。的变化范围约为

一
,

计算时取为户 。
方

时
,

则取为 户
。 , 为了

便于理论值与实验值作比较
,

本文用将边

界层各剖面的户 ,和方实验值代入
‘“ 〕的表面摩阻系数表达式所得到的

值 亡 来整理了对应剖面的剪应力实验数

据
‘

图 和 表明
,

本文结果与

的结果在趋势和量级上较一致
,

但本

文结果更接近于 的实验数据
。

而 。 。的结果未能体现亡 的影响
,

其适用范围很有限
,

仅适于 方 的情

形
。

﹄︼

图 则给出了本文湍流边界层剪切积分的压缩性效应
,

从图中可以看出
,

对于某一

确定的方值
,

当
。

时压缩性效应很小
, 。

时较为显著
。

二
、

结 论

本文给出的剪切积分关系式在描述流动的湍流特性和压缩性效应方面
,

优于
〔“ ’和

“ 〕
的结果

,

与实验数据较一致
。

为以动量积分方程和动量矩方程为

主要方程的边界层计算
,

提供了一个较为可靠的剪切积分解析表示式
。
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