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简化 一 方程在二维层流
边界层分离点邻域的特性

田纪伟 高 智
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

文中证明了本文第二作者提出的简化
一

方程田在层流边界层

分离点数学上为正则 〔, , 和 叭 、 一 、 。。
一

提出的 方程在

分离点为数学奇异 进而论证了文献〔
,

的 方程在层流边界层分离点的奇异

阶 最后给出了
一

方程
、

上述两种 方程以及边界层方程在分离点

邻域特性的比较

关镶词 分离流
,

枯性流
,

简化 , ·

方程

一
、

引 言

简化
一 。

方程或称抛物化
一

方程作为一种适用

于全流场的唯一的近似理论在流体力学和计算流体力学中得到越来越广泛的应用闪 但

方程在流场中某些特殊点 例如分离点
、

尾缘
、

前缘
、

驻点等 的数学和物理性质尚未加以研究
,

应该指出的是这些特殊点是经典边界层方程的数学奇点 关于顺流平板层流边界

层分离点奇异性和尾缘奇异性的研究
,

对经典边界层理论做出了重要的基础性贡献
,

导致了边

界层理论的新发展 —多层边界层理论
囚 文献〔 进一步把 一 。 方程和边界层方

程在分离点的数学性质做了比较
,

表明在分离点邻域内二维 卜 方程存在级数解
,

边界层方程则不存在级数解
,

后者与分离点为边界层方程数学奇点的结论一致 为方便起见
,

我们把文献 的结论简述为 在分离点
一

方程是
“
正则

”的
,

边界层方程为
“奇异 ”的 本文论证了二维 方程在顺流平板层流边界层分离点邻域的数学性质

,

发现

高智山提 出的 方 程 在分离点是正则的
,

即 方程在分离点邻域内存在级数解
,

这

与 一 方程在分离点为“正则 ”的结论 一致 但 尹 , 和 邸。 咖
闭 提出的 方理在分离点具有数学 奇异性 这些结论也与不同 方程解的比

较分析门以及 方程的数学性质存在差异 〔
, ,

的结论是一致的

本文 , 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿
国家自然科学苍金资助项目
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一 。卜 匀 方程在二维层流边界层分离点邻域的特性

二
、 卜 方程的简化形式

我们考虑绕过平板的不可压定常层流流动
,

二维
一

方程为

,

口“ 口
,丁 , 一 代二 , 二一 十 ”
口 尸 劣

夕 口

—一 —一 —
卜

霎
、

刹
,

影 影
,

其中 , 表示压力
, “ 表示密度

,

一着
,

表示粘性系数
, 二 表示顺平板表面方向

, , 表示平

板的法向方向 原点
,

可取在平板上分离点或分离点前的某一位置

根据经典边界理论 得到边界层方程为

口
口“ “

万一 万丽
”

砰
,

一

根据文献 的 方程理论
,

得到简化 方程如下

口“

一 万丽
”

矽
,

一 一 — —
一 ,

少

妙 竺一佗
忍

根据文献〔
,

的 方程理论得到 方程如下

口沙
,

—
,

口

口
口

一 一 甲 贯
一 ”

犷
, 。

’

一
’ ‘’ ,

口岁 口
护 夕

— 一 — —
为方便起见

,

我们称 方程 为第一种 方程
,

方程 为第二种

二一
。 、 , 。

、 二 一 ,
二口 二 二‘ 一 。一 口“ 、 二 护“

、 , 二
,

刀程
。

弟一种 。州 。 刀 住大已 女照匀虫柏胜七双皿 卜川贝牡七狈 “ 下产 上刁柏 生胡 花万二 刀 刊纵重 较 四 百二 口 ‘

计
,

在 方程中略去数量级小于

方程中略去数最级小于和等于

癸量
级的项得到的“ , ’‘第二种 方程 ,

·

‘ ,
,

则是在

豁
量级的粘性项得到的口

,
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边界层方程
,

方程和
一

方程诸方程的数学类型不同田
,

边界层方程为

抛物型
,

方程为扩散抛物型
,

但保留了压力连续性反映的椭圆性质
, 一 。 方程

为椭圆型
,

因此可以推断这些方程在流场某些特殊点将给出截然不同的结果

三
、

两种 方程
,

在分离点的特性

讨论第一种 方程

“一﹄令 了 丁
,

,

砂
—

一

丁一 , “

全夕
夕 二

—
户
’

、之
伊

这里 表示特征长度
,

为特征速度
,

为 加 数 为方便起见
,

我们仍用
, , 。 , , ,

表示 ’
,

犷
, 矿 , 矿 ,

’ 由方程 可得
,

—
,

“

口 二
一

一 育一
劣

“

’

口岁 。

, 曰 夕 —一
二 八

口
少 幽

孟

引人流函数 价
,

, 一鱼
, 一丝 ,

方程 可写成

、

、户价一护夕一口一些妙
‘了、、、

了
, 、 口价

一吮
一

—
一

刁
‘ 言
立 鲤立
口 口

。

由物面条件和方提 第二式得 必
,

力满足下列等式

口沙

口

沙 。

一 一一
, 曰 , ,

劣
夕一 ,

旦之
口 口 ,

少一加
设流函数 价

,

力 为

斌
, ,

,

上 夕 二 夕

—
一 夕 、 一 —

百一 “

—一

二 犷 二 少 之 山
一百一 “ 一

一 一 ‘

— — 一公

若记

则 砂
,夕 可缩写为

必 , ,

, , ,

嵘
十 , 一

, , ,

心 、

⋯
。 一 , , , ,

⋯
,

力 艺 习 二。
”

书 旧
。 。 十

显然由 式所定义的流函数 沙
,

满足条件
, ,
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方程在二维层流边界层分离点邻域的特性

定理 若 力 、
, 二一。,

为已知函数
,

则第一种 方程 在顺流平板层流

分离点上游寻常点处存在级数解 若 尸
,二。, “ , 。

,

为已知函数且在分离点处

口“

又雨靡吕一
“‘ 挥 ”

’

则 方程 在分离点邻域内存在级数解

证
。 设 豁

,一。 , · ,一 为如下级‘

了口 、 了护沙 、 山 二 呈 二
、丽人

一。 一 又丽 人
一。 一 “ , ’ “护

’ ‘ ’

石
’

⋯
,

,
一

八 一 厂 沙、
‘

上 少 上 尹 二
‘“ 二 一 飞丁一

一

一 “ 〕 丁一 “ 丁一 「
口 乙 ⋯

,

其中
, , , , ,

成
,

⋯
, , , 。

⋯
,

由
, , 和 , 二 。

来确定

令 一杏
,

将 沙 二
,

表达式 代人方程
双

段
,

比较 二
,

的同次幂系数可得下列等式

、,了,‘,孟,矛
“ 矛 一

滋一件

艺 扮班一
‘仗一了二 工戈仍 一 夕
上

, 十 , 。

黯
,

用

习 习
一 一 一

一全二哪
。 二

伙
‘ 里戈哪 一 二

“ ‘ 十 儿
,

价

艺 习
月 门

一 少 , 一
习

‘ 玄 户二
十 。 一 。 一

一

惠客丽六糕兴盎育丫牡不
月 勺

一 艺 习
杆 二护‘丰二吐

了
。 一 , 一

一一尸一 ,
。

又月 十

哪
肠 任

用 十 之
”

,

习︸

, 移

, , , ,

⋯ 根据 的定义 式
,

可将 一 斗 式具体写成为

或

久 十 ‘

“ , ,

, 十 ,

一
,

一
,

。

犷
、

’

二武

‘ ‘一
。 ,

‘ 心一 一 嚎舀 ,

‘ ‘

, , 。 , ,
一 一

, , , , 一 ,

, , 一 , 一
,

, ‘ , 一
,
一 , ,

, ,
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。 , ‘。 , , 一 , , 一 。 了, 吞, ,

。 碗 一
,

一 ‘ ‘ 一 月一 ,

。
一

‘ ‘一
。

一 , ,

成 十 ,
一 “ 一 , 一 ,

,

一 , 一

, , ‘ , ,
一 , , 一 , ‘

一 , , , 一
,

占, 了。 。,

一 , 。 ‘ 一
, ‘ ’

一 ,占 , , ,

, , , 一 一
, , 。一

一 ‘ 君 , , ,

, , 一
,

一
, 一 ‘一 , ,

, 十 ,
一 一 ‘一 , ,

, , ,

其中记号 的 表示此式中未知量的最大角标为
。

将系数写成如下三角形式

‘ ,

, 内 ,

,
鲡立’一妈‘‘

孟口
价一巧一

⋯⋯
其中划线部分表示已知量

原点
,

不是分离点时 铸 ,

由
, ,

等式可得
, 牙, , , , 。 一 一‘ , 方, 一 一 了, ,

上式中 , 可借助于
,

两式确定
,

式可改写为
, ,

一
, , 一 一 。一

,

一 , 一 亡

由
,

式消去 , 得
, , 牙, 一 , 一

由
,

式可求出
,

和 内
,

姚 一 , 一‘ 一‘ 。 , 一 , 。 , 、 一 ,

再由 式可求出 介
, , 一‘ 一 一 一

在 和 式中
, , , , , 为未知量

,

因此有一未知量不能由 和 式确定
,

记此

来知量为
,

类似于对 ‘
, 的求法

,

可由
, ,

和
,

式确定
,

此求解过程可

交错进行下去
。
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一
, 铸 即原点

,

为分离点时 由式 可得下式
, , ,

此式表示压力与速度之间的关系
,

事实上 式可由方程 对 求导并利用物面条件和

分离条件得到
,

把方程 对 求导得

口沙二 口 价 二 了口价 口
, 上 口沙 口 口价 口 口价 了 价二 口考价

。

—
〕

—
互 龟

—
〕

—
一

— —一 ——一一
妞

一
一 一 , 气一一二 万

口 , 夕 了 口 口 夕 夕 口 口劣 口 口 名

物面条件和分离条件分别为

鲤 鲤 一 口生兰
劣

夕 ,

“ 价

一 一
二二

口

由方程 和条件
,

得到

二

口必

口 ,

由方程 即可得到 式

·

穿
一 。 一 , 一 ,

下面解方程组
,

由
, , , , ,

式得

‘ 一气 ’ 一 五
, 口‘
亡‘ 几

, ,

一

。 ,

一 , 。 , 一 , 、 ,

,

一 击
· 犷

一
, 一‘,

,
,

一
一

弩
·

在 一 式中剩下三个方程
, ,

「
, ,

心
, , , ‘ 。

, 十 妈

以上的方程组中含有五个未知量
,

它们可借助于
, ,

等式来确定

式可写为

,

, ,
一 。 一 , ‘ 占, 一 , ‘ , 一 ‘ 一

, 。 ,

‘ 。
一 , , 一 ‘ ,

, , , , ‘ 一 , ,

‘ ‘ ,

, 一 , 一 一 , 十 ‘ ,

其中
, ,

凡 表示已知量

在 式中消去未知量 ‘
,

和 。 , 得到

, , 内 , 一

由
,

及 式可得
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吞, 一 一 上 一 ,

凡 , , ,

口

, 一

念
、一从

· ,
,

,

,

一 丛
,

一 一碧 一从
·

呱 ,

再由 一 式可求出
, 。 , 。 , 。。 , 。 ,

剩下的方程 和 中有三个未知量
, ,

妈
,

介
,

记 , 为由 和 式无法确定的未知量
,

类似于确定 山 的过程
, ,

可由
, ,

,

式来确定 求解过程略 对一般情况下的求解过程可参照定理 情况 故第

一种 方程在分离点邻域内存在级数解
,

至此定理 证毕

关于第二种 方程

定理 若 妙 ,二。 ,

,
。为已知函数

,

则第二种 方程 在分离点上游寻常点

处存在级数解

证
。

将流函数 价
,

代人方程 得

口价 口 沙 了口 沙 二 价 口 价
,

一一 一一一
刃‘

—
口 ,

— —
,

口 二 口二 口 犷 口 弓

做类似于定理 中的运算
,

得到如下关系式

一 。
,

全斗李盆牛
一

、
,

矛二 、协 一 夕

艺 全二万粤系叫斗份牲
二

卜 。 夕二 口 , 、邢 一 二 一

一 全二粤今畔今针愁兮钾
,

‘ 、叨 一 月
‘ 解

习 习
二户 二习二马 一

‘一 夕 一 , 一

习 艺
口 一 。一

一 习 习
礴

丰户 贾不气一 一
一 , 一

一 习 习诊一 夕

,

二

一 , 一 皿

, 。 一 。
, , ,

⋯

由 的定义 式
,

可将上面关系式具体写为

一
, 一
, 一

,

,

,
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一

方程在二维层流边界层分离点邻域的特性 ”

‘一 一
,

云。一 。 。一 ,呈 ,

【 。

一 一
, 一 ,

, 一 , 一 , 、一
,

‘ , 一 , 一 ,

,“ , , 一 “ , , 一 十 ‘ 今 , 一 ,

”。 ’“ 一 “ 一 “ 戈‘ “ 一 ’无一 ” , ‘ ‘戈一 。
,

‘ 一 ’“ ‘一 ‘一 ‘矛 , 一 ”,

‘ 一 “ ,‘ 一 , , 一 浦一
,

、

一 ,

,

’

’
,

‘

’

,

,

,

‘
,

,

‘ 、

原点
,
不是分离点时 。 神 。

,

由夕 式求出 吞,
红 再由

, , , , ,

式求出
。,

召

‘ , , ,

⋯ 详细求解过程略 此时 方程 在原点邻域内存在级数解 至此定理 证

毕
定理 若 刃 ,

。 ,

, 为已知函数
,

则第二种 方程 在分离点邻域内不存

在形如 式的级数解

证 原点
,

的为分离点时
‘

处 ,

由 ’ 式可知
,

此时流函数 价 二
,

力 不能由

此确定
,

故 方程 在分离点邻域内不存在形如 式的级数解

定理

在数学奇性
。

若在分离点 “
, ”, 处

,

豁

证 记 石

二 , , 。 “ ”
,

贝“第二种 方程
·

在分离点处存

癸
,

三二豁
,

将方程 ”的第一式对 , 求一次导
︸

,一“犷一口一

︸
“一碑口一

一

,

第二式对 求二次导数
,

并利用物面条件 , , , “ , 一 。及方程 第一式导出的条

引
, ,

当 时
,

可得

数件

与一尹口
刀

记 豁
, , 。

一
式中

石
多‘

—口
‘ ,“、

“ 一 乙 ”又孙九 ,,
’

由
黝
一 ,

豁瓷
及分离条件

子丝、
, ,
犷

可知 。 。别 时
,

蒜 在分离点
‘ ,

处发生奇性
,

即 乙创竺

论 “
, , 在分离点附近的特性 由分离条件 伽 、 , 及等式 可知 矿

形式

下面进一步讨

可写成下列级数

矛 一
,

一 幻 二 、 ’
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由 式可知 。 ,

记 及一 一 合
,

由 式可得
万一 咬 二

,

一 全 ⋯
, 二 , ,

云 反 , 、 、 , 一 、

二一
一

一 — 若 一 万
‘ , ’ , 、 ‘‘、 ,

劣

将 方程 第一式对 求二次导数
,

第二式对 夕求三次导数 并利用物面条件
, ,二 , , ,

,

当 , 时
,

可得
一 丝 一

,

些
再由 式可得

丝 一
碑

边些么
了

,

一
‘

式中 价 幻

,

了塑、
一
口 , 。

及 了牙不丁万
由 和 式

,

奥 可写成为
才

口‘ 反、 口厅、
二一 、二尸一 , , 飞二尸一
口 才 劣 , ,

匕

最后由连续方程和 式可得 “
, , 在分离点附近可近似为

“ ‘ , , ’一 “
。 ·, · ,

可不万
, · 一 , , 一

澄瓮
,

式中

故第二种

。 , 一 工 一及 价 气 , , , 。 , 一 夕
尹 ,

方程在分离点存在奇异性 证毕

四
、

一 。 方程
,

两种 方程及边界层方程在

非分离点及分离点的特性比较

记 必‘, , , , , 必‘幻 二 , 夕 ,

价, 二 , , 及 沙
‘ 二 ,

分别表示 方程
、

边界层方程及第一种

和第二种 方程
,

原点
,

不是分离点时 处 钾
,

此时由上文讨论可知 沙‘。
, , 价‘, , , , 必‘ ,

,
,

训权
,

分别可表示为如下级数形式口

尹一, 《。
,

一 。 丝 。, , 士 犷心 夕
, 兰 二 夕生二 二 二 夕 犷 上

—
— —

一 “

— “
— — ———

一丁

扩一尹一价‘火
, 一 。 丝 ,

二 二 二 。

—
一「 口 — —

门「

—
少一几一处十犷一

尹 ” 二
, 二

—
一

了 “ 笼 —一
些土丝 ,丝三

成

盆、 ‘ 二
〕
—

一 “
红丝兰

十 红匕三 ⋯犷一犷一沙‘”
,
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一
“ 方程在二维层流边界层分离点邻域的特性

以上说明当原点
,

不是分离点时
, 一 。 方程

、

边界层方程
、

第一种 方程

及第二种 方程 在原点邻域内存在级数解
原点

,

为分离点时
,

训仪二
, ,

少
,

可分别表示为如下形式的 级数
, 。 , 八 丝
沪 、‘ ,

—
州卜 —

‘

, 一 二 芭
一 、“ ,

一
“ ‘ ,

一 ‘ “尹
‘

五万
二 二
飞一 内 —

一「 夕
匕二 红匕兰 十

, 二 , , 一 。 犷十上 一
。

, ,

一
,
氏 丝三

十 。 丝
‘

立 三 一 红 丝兰 ⋯

此时边界层方程及第二种 方程 勺 在分离点邻域内不存在形式为 式的级数解
。

早已证明了边界层方程在分离点的数学奇异性
,

本文证明了第二种 方程

在分离点的数学奇异性 即定理

附 录

下面讨论一般求解过程
,

为此记

价 二 “
。

。
“

。

。 ”

,

宁 , 吧臼 ,

王一
,

一 ’ 一 ,

功
。 , 月

‘ , 一
。 一

户
。

夕 一
之

, 一 】

功
,

中 二
, 一 , 和 “

,

是已知量
,

在 汽 中 民 和 月
,

为已知量

。 犷 , 一 ,

个 尸 ,

丽林二下汀
、

’ ‘

从前面的讨论可知 户
, ,尹,

⋯凡
,

可以确定
,

另外的
, 一 个未知量 月

, 月 , 月一民
。 ,满足下列 ‘ 一 个方程

其中
。 , 。

⋯ 一
, , 是已知量 ,今以 户

,

一 ,

月 一 二
一 , ,

十 口 。 , ,

盆

明 , 。 ,

十 甲
、
二 ,

表示由上方程组 无法确定的未知盆 , 式可改写为

一 月 ,

,

户
‘ ,

。 一 , , 一节
,

一、

﹄︸︸月产

由比较同次幂得到的方程组可知
, 月 ,户 ,

⋯民
。

出现在以 哟“
, , 二心

, , “ 为未知量所组成的方程组

中
,

并具有下列形式 参考 呼 一 , 式

召一 , , 甲
, 一 “ 》 , 天 , , ⋯ , ” 一

而形式为 。 月
。 ‘ 甲 , 的项仅出现在

必 口 「口
,必 口 必 「

’价 必
一 一 一

一 份 一二气 十 气 二 一 二一
一 二气二 甲 , 二 , 宁 “

口 ‘ 口 一

中
。

通过计算得到关于带有奇数指标集 “ 的方程组
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广
’

“
’

, 二一 ,

一 , 一 。 ,

。
一 。 一 , 一

月
, 。 。’

。

一 ,
吞

一 二 一 , ,

印印

陇 一 ‘ 月
, ,

其中 万
, ,

一从 是已知里
,将 式代人 式得

一

, 十

, 十 ,

, “ , ,

依
,

二 ,

一 岁
,

。 , ,

︸气

在式 习中消去 “
, , , , ·

、 ,

一 ,

得到

一 , 一‘ 一 , ,月 ,
一

一 一 ,

⋯ 一 , 一 , ,

将 式的 口 代人 式可求出 月
, 月
‘ ,

⋯口
。一 , 即此求解过程可交错进行下去

,

故流函数可表为级

数解
。

至此定理 证毕
。

补记 级数解系数的进一步关系
,

由于
“ ,

。旦兰二 ‘ “ 夕
‘ , “ 夕 , ⋯

’ ,

口
’

,
户 户 二

’

户 二
’

⋯
’

二

勿

故

二
,, 尹 旦些立二 客

,,

鄂
’ ‘

,

节乡
·

份
,’

,

丹

一 落厂 一 一 尹 丁万
曳
口公

。

以上各式中诸系数之间存在下列关系
, , , 。 , , , , , ⋯

。

户 一 二 户 一 , 户 一
,

一
由前面讨论可知定理

。 的前提条件又可转化为 , 续 。, , ,

二 定理 的前提条件又可转化

为 , , , , , 。 。 户一
。,

一 户
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