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气动计算中的紧致格式与

迎风紧致格式
‘’

马延 文 傅德薰
中国科学院力学研究所
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引 言

巨型计算机的发展为解决流休力学问题提供了强有力的手段 由于我们所面临的问

题 日趋复杂
,

在今天如何提高数值模拟精度和提高求解效率仍是计算流体力学工作者面

临的重要课题

自 和 山 提出隐式求解法以来
,

方程的求解效率大为提高 此

后人们在这方面作了很多工作
,

如在 〔 中利用线 , 一 迭代法加快了迭代的收

敛速度
,

〔 中利用特殊 系数矩阵分裂法简化了求解过程
,

〔
,

中提出的算子

放大型和算子附加型修正法也有助于改善求解效率
,

其他如对角化算法以及求解序列法

等也都有益于提高求解效率

在提高精度和解的分辨率方面
,

近年来有了很大进展 为了提高数值解的分辨率
,

发

展了很多有效的格式
,

如 方法
,

格式切
,

格式
,

格式 和

格式【
二川等 合理的网格布局对提高数值解的精度和提高求解效率方面 部是有好处

白勺

采用高精度格式无疑对提高解的精度和求解效率都是有益的
,

因为可以用较少的网

格点
、

较少的计算工作量
,

而得到较高情度的解 通常高精度格式较为复杂且格式与较多

的网格点相连系 通常的高精度格式给边界条件和近边界点上的处理带来困难 紧致差

分格式形式上可用较少的网格点而得到较高的精度
,

这种格式较易求解和容易处理边界
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条件 年 利用紧致格式求解了不可压 方程
,

随后马延文于 ”

年利用紧致格式求解了钝头体超音速粘性绕流问题‘切
,

在 〔 中给出了更为简单的紧致

格式求解法

紧致格式虽然精度高
,

但在间断附近数值解中存在伪振荡现象 为了提高紧致格式

对激波的捕捉能力
,

〔 针对模型方程讨论了迎风紧致格式
,

但该方法难以推广用于解决

气动问题 本文给出了一个较为简单的迎风紧致格式
,

通过限量函数 控制格

式中的耗散项 该方法兼顾到问题的求解效率
、

解的精度
,

且有较好的激波捕捉能力 文

中利用这一方法求解了一维激波管问题
,

取得了较为满意的结果
。

本文还通过模型方程

讨论了迎风紧致格式
,给出了逼近于 一 方程的逼近式

模型方程的紧致差分逼近

紧致差分逼近

为简便起见
,

首先讨论如下之线性 方程

巫
。

丝 一
口

口“

刁
’

,

这是讨论 方程的一个模型方程
,

而讨论 方程的模型方程为

日 “

—
翻卜 一一 一

设 互 为对 李 在 夕点上的紧致差分逼近
,

立 为噢 的在
△才 劣 △劣 犷

于是

点上的紧致差分逼近
,

,
十 二叱

其中

了

占君, ,

占二 护

鱼
一

战

“矛 一 夕,
‘”一合

“‘ “ ,
,

“萝一 “夕一
, 占至 占芬占二

式的展开形式为

、,、、了月,一、了‘、了‘、生 , 一

月 一一 户 万 生 凡
一

占呈“户
,

一
叮 , —

, , 占至 ,

此时

鱼
‘ 。

二 上 立
口 △ △

将以四阶精度逼近于 式 在实践中通常雷诺数 很大
,

为使一阶导数项的截断误差

不致掩盖真实粘性项
,

提高对一阶导数的逼近精度是很有必要的
。

逼近于 式的般简单

紧致差分为
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谧
一 、 一 孚 ,

,

式中 脚 是由 式取 衅 解代数方程而得 这一格式是不稳定的 可用如下两步法求解

定常问题
, 尸

厂“ 一

一 。包
△

。

包 万
△

此时稳定条件为
,

△ 一

—
巴乏 一丁二二

△劣 丫

在〔 中给出如下无条件稳定的格式

“ ,

尹一
。 今毛

’

△

用这种方法求解多维气动问题较为困难
,

〔 〕利用如下方法

‘十 三
。十

虹 。 十 二
。一 夺左 户、

, 犷
一

。

些 九

、 △劣 △ △劣

该式可直接求解
,

也可通过如下近似因式分解法求解

二 。
十

玺
。
浑 十 二

。一

竺
。月。声洲一

。

翅
,

、 △ △ △

式中 占, , , ‘ “ , ,

一
” , 。 ,

妻
, 一

当 夕李 了丁 时
,

式是无条件稳定的 为了了解紧致格式 给数值解的精度带来的

好处
,

在表中给出了如下模型问题

少 如 一
。。 二 , 。簇 二 成 二 ,

口不

二 , ,

一 。

· , · ,一合
· ,

的定常精确解 “ 劝 表中
、

一阶精度迎风格式解 表中
、

二阶精度

格式解 表中 、。 以及四阶精度紧致格式解 在 二 一 粤 点 上 的’

一
一

’ 一 ’ 一 ’

一
’

一
一 一一 一

’

一 一
、

一 一
比较 左侧为网格分点数 从表中可以看出

,

利用 个点两点迎风格式还不能很好地

逼近精确解
,

具有二阶精度的 格式需要 个点才能给出较为满意的解
,

而

利用具有四阶精度的紧致格式为得到同样的精度 只需 个点 利用紧致格式求解多维间

题与通常格式相比较只需增加很少的工作量
,

即只多了对三对角矩阵的求逆
,

然而却 可大

大减少网格点数

迎风紧致差分逼近

前面曾提到
,

紧致格式数值解在间断附近有伪振荡产生
,

采用迎风紧致格式有助于改

一
、

。 ‘ 、 , 、 、 二 、 , 、 , 、 , 、 。
、 、 、

, 一 口
。 ‘

、

善这一情况 这里针对方程 进行讨论
,

并设 。 渗 通常逼近于 △ 竿 的表达式一
‘ ’ ‘

一
’

一一
’ ‘ ’ 一‘

’

一
、 ‘

一
’ ‘

”
甲一“

’

一 一 ’

一
’

一
’

一
一 ”

一
一 ’
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不同格式的精度比较 二 二 牛、
乙

格式
网点

。

。 ,
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皿
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。 诬

。

。

。
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, 一 习
。 “ , 。

众

, 一 习
, , , , , 一 , 。 ,

走

也可采用更为一般的逼近形式

习
。 , , , 一 习

。 “ , 。 一 ,、 ,

乏 冷

为或

在本文中称 。和 , 为 △二李 的显式逼近
,

为隐式逼近 将 式在 夕点进行
口

级数展开
,

并取相应系数相等
,

可得

习 ,天一
,

一 艺
,

舜 晚

及士 二二 左竺
, ,

—
一

—
, ,’ —

, ‘ , 一
, ” ,

万为逼近精度
,

它依赖所用网格点数 取 式中 。 得相容条件

习 一 艺 ,

通

常用的中心差分
、

两点迎风差分和三点迎风差分等是 式的具体显式形式
。

在 夕点进行 级数展开
,

并利用关系式 可得

将气‘ 夕式

口

、、, 一 △·

瓮 习
·

口 “
十 ‘

招

口
, ’

如果 一 户 , ,

则称 式为 △ 的迎风逼近
,

这里

。 , ,

二

钾
, ”

迎风逼近将给出正的耗散项

在具体应用中采用了如下简单的具体隐式形式
, 局 , 了。 ,一 , 。占广 。占二 “ , ,

,刀,令其中
一 生 。 一 。 一

口 一

。一 生 一 。 一

丙 于
·

已 十 工 十 勒
,
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可形式地写为

矛
占全一 ‘ 占乙

‘

一
,“‘ 含一

。

此时 式的具体形式为
。 口“ , 么 ,

拼“
‘ 、

少“ △扩 少“
户 公 — —

‘ , 艺乌 一

—
州 飞乙乌 一

—
气 匕

一 —
宁

口
一

己扩
一

口 弓

对 。。取不同值可得不同的逼近式
,

如取 一 。
,

’

。

一 兴
,

‘
— 时有

户

一 生 。

取 。 一 。
, 。 , 一 一 奥

, 。。一 一 生 时有
艺 斗

占士
户 矛 一

——
“户。

一

七 占

根据对 “ 的不同选取会得到不同精度的格式
‘ ,

一阶精度迎风逼近
,

吕 ,
·

讯 二阶精度逼近
,

‘ ‘ , 一 , 叭
,

三阶精度迎风逼近
,

‘ “ 一 ‘ 一
,

四阶精度紧致逼近

可根据需要得出在边界点上对 , 的逼近关系式
,

此时只要选取适当的 。抓天一
, ,

二

即勇 尸般说来
,

此时会降低逼近精度 在实际应用中
,

有时可以根据流动的物理状

态来得到 凡 在边界上的关系式
,

如在未受扰动的来流边界上可取 凡
,

在 “ , 为对称

、
界点上

,

如果对称点取在半网 上
,

则 、

一可
』

,一合为对称点 式

稳定性分析的放大因子为

或 乡

刁 日

「
、 , 、

「二 夕 △
, 。、

五 二 口 又 一 口 日 十 廿 二
一
了 气 一

‘ 。浑

尽 。一
。

李
一 。 , ,

卜普
·

瓮音 一“ , ’一 ‘

一
“ ,

· 一

卜普竺二 一
“。 。 ,

吕 , △

△苦
口一
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一

图 给出了
△落

—
△

△
—
△

,

一
,

一 。
一

时对不同 夕值 印 一
,

别的变化曲线

‘、口,飞‘、、
一维 方程的

迎风紧致逼近

尸产卜产 一 、

厂 夕“

刀只

、,
、、少了

。

六乙

经无量纲化 后 的 一 方 程

向量形式为

‘

场了
、 、 、
、 卜

丝 丝 一 。
口 口

图 。

李牛 ,

夕 , 户。 , 了 , 月 ,

, ‘ 二 , 。 ·

时

, 的变化曲线

户“ , 。 , 十 户
, ,

。一共
、。 ,

一 。 。 当
诬 己 、 ‘

、。 ‘

止 、一
, 二二 二 二 、‘ 、。

,

才
为 为对应于 的 系数矩阵 苍升分
一

碑

一
·

, ,

一 ”

通过矩阵 的特征值对 和流通向量 进行分裂
,

的特征值为

几 “ , 又 一 一
, 几 “ 十

,

‘ 为无量纲化后的声速 定义

些」址
士 一‘ 士 , 士 士

其中 一‘和 为相似变换矩阵
, 士 为由 砖 组成的对角矩阵

时

不

祥‘

一一
士

逼近于方程 的差分格式为

「
,

、 夕 △,

二 刁一 — —△公
“ · “‘ 一 , “

, ·

一
△多

△

其中

尸‘ 犷 占
,

犷
‘

, 一 广 不
,

占旦一 才占

苦
占

、、,,

一
一

广
‘ “ ·才一‘,“呈

丈
,

云。成

在计算一维微波管问题中取 。才一 士
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△ 】 一
, , 一 ‘一互 ,

左
, ,

限量函数 取 的巨峰 。 , 占。 式切

十

户 备

九号

一

卜一韶尸 节尸
一 ,

占 , 占芬 户

广口 , ,

梦口 , ’

占梦 , , 占亡 ,

。 , , 。 , ’

这里
· , ·

表示内积 不难看出
,

按上面给定的 气
,

在空间方向格式 中光滑区将有

三阶逼近精度
,

而在极值点上具有二阶逼近精度 相对于一般迎风格式
,

上面讨论的格式

形式上利用了较少的网格点而有较高的逼近精度
,

因而在本文中称其为迎风紧致差分 关

于限量函数可见〔 〕
,

这里不做详细介绍

亏 一维激波管问题的计算

我们计算的物理问题如图 所示 在

户一
, “ 膜右端的初始 状 态 为

, 户, ,

取管长
,

膜在
, 时位于 处

,

需计算膜破裂后的

流动情况 在图 一 中分别给出了在

时刻的密度
、

速度
、

压力和内能的分布
,

还给

时管中横隔膜的左侧其状态为
,

二

占

二 “ 二 二

激波管间题 君 时刻的分布 图

一

·

时刻的密度分布

,孟

户拟一毛

考 。

斗

认 劣

时刻的速度分布 图

小

少红众众

时刻的压力分布

、。
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奋

图 盆 “ 时刻的内能分布

出了在同一时刻相应量的精确解 从图中可以看到
,

在间断附近的解是令人满意的
。

‘
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