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提要 本文通过变分途径建立 了变形梯度张童的缈解和加法分解之间的联系
·

采用工

程界通常采用的变形梯度张量的加法分解形式 得到了三维空间中极分解的转动张量和伸长

张量的直接表示
,

即实现了转动和变形的分离 由这些直接表示
,

可以得到各种有用的近似

表示

关健词 变形梯度张量
,

极分解
,

转动张量
,

变分表示

引言
在连续介质力学中

,

变形梯度张量 的分解通常有两种方式
,

即加法分解和极分解

加法分解为

式中 为单位张量
,

为对称张量
,

为反对称张量 若引用位移矢量
,

则有

一妻 。。 ,

‘

一

极分解也称为乘法分解
,

即

这里 和 为对称正定张量
,

为转动张量 对于无穷小变形
,

即是

无穷小应变
,

称为无穷小转动 的两种分解之间
,

以加法分解来表示极分解中的转动

和变形是一个困难的问题
,

迄今没有得到解决 〔 成功地解决了平面变形条件下

转动和变形的分离 对于空间变形
,

等「 考察了变形梯度张量两种分解方式

的联系
,

但仅考虑了加法分解中 和 有一个为 或乘法分解中 和 有一个消失的

情形 和 研究了加法分解在变形局部分析中的作用
,

得到了一

些有用 的结果 通 常由 的加法分解求转动张量 都采用间接方式
,

如 和
,

和 由这种方式很难得到关于 的转轴和转角

的显式表示

,

本文于 年 月 日收到
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和 一 提出了证明极分解定理的变分途径
,

他们发现

一 一 , ‘

任

这里 表示 正交群 提出可以利用 式得到计算 的一条新路 沿着这条

新路
,

郑泉水 得到了关于 的转轴和转角的方程 由于方程比较复杂
,

仅作了些定

性的分析

木文根据 式
,

得到了关于 的转轴和转角的方程并进而得到了方程的显式解 之

后通过间接方式得到了 的表示式 根据上述准确结果可 以得到 和 的各种近似表

示
,

这些近似公式在板壳理论中
,

对于中小变形都是很有用的

确定转动张量 的新途径

按照定义
,

我们有

一 丁 一 一 】

这里上标
“ ”

表示张量的转置
, “ ”

表示求迹运算 式 等价于
,

任

假定给 一个无穷小增量 咨
,

则上式成立的必要条件是
占 一 , 一

由于 是正交张量
,

咨 应满足下面的限制条件

占 , 咨 一

利用转轴和转角
,

转动张量可表示为
以 一 戊

这里 为 的转角
,

〔
, 二 】

,

可由 唯一确定
,

· 一 ,

。、 · 、 二
·

一

告
‘· ’ 一 ’

一,‘
“ 二 一

为反对称张量
,

一

的轴向量 即是 的转轴
,

一,乙

这里 为置换张量 若 活
,

可由 唯一确定
,

若 二 ,

恒有 二 ,

任意方向均可

视为 的转轴
,

所以此时 不唯一
在 给定无穷小增量 占

,

有

占 占戊 戊 仪 “占 一 “ 占 占

这里撇是任意无穷小增量
,

占 为反对称张量
,

且满足下面的约束条件

伊占 二

这是由 式来的
,

当仅计及一阶变分时
,

为计算方便
,

对 作如下加法分解

告
‘“ ,

式右端取为
,

即可以认为 占 和 正交
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一

晋
‘ · , ‘ ‘

这里

,

,

一 ,

「 一
、 ,

〕
一 乏 气一丁一

‘

」
‘ , ‘ ,

一

全
一 ,

一一
丁土

把 式代人 和
,

可以得到下列方程

“ , 一 以 厂 “

需要指出的是引进
‘

,‘一飞曰

一 “ , , , 一 尤 戊

宫是一个新参数
,

这是在变分过程中由于 咨 和 相垂直而引进的

和 式
,

式 的二阶变分必须增加一项

粤
,

‘

一 “ 占丁土

,‘一弓

若 以 二 理解为 “ 印 的极限过程
,

则由方程 】 可以得到

, 一 ‘ “ 丁土

,‘一飞口

‘ ’ ‘ 一 ‘ ‘

登
·

‘, ,
‘

方程 和 或 丫是决定 和 的必要条件
,

王文标等 僧首次简要报告了这些方

程 必须结合 式的二阶变分才能把 和 唯一确定下来

方程
,

两端乘以 然后对新方程求迹
,

可以得到

一 , · 一

告
‘ ‘

登
‘‘ ,

,

结合
, ,

可得

一上

,‘一门」

‘ 一 一

‘ ‘ 一 , 一

· ’ ‘

号
,

·
, 喂

︸︷

,‘一,

丁
一,

上述表达式在 、二 和 时仍然成立
,

只要我们此时取
‘ 二

方程
,

是 的线性张量方程

盯 和 曾解过类似方程 按 暇他们的方法
,

可以构造

下生成子

的如

, , , , , ,

这组生成子完备且相互独立 是上述生成子的线性组合
,

从而我们得到 的如下表示

一

会弓「” 一 “
‘

勺
’ ‘

,

这里
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△ , ‘ 一 , ,

式中
产和 ‘

分别是 , 的第 和第 不变量 若使用恒等式
‘ , 一 ’ 一 ‘ ,

见
,

我们可以得到

托

云“
‘

号「仅
‘ ’ 一 ” 一 “

‘ ‘
, 一 ‘‘ ’ ‘ ’ ,

由 和 式
,

可以确定
,

, ,

尝 华
, 阮

,

万
, ‘ ,

万 一 且‘ ‘ , 班 ’ ‘

笼 班‘

万 一 ‘ , ,

”
、

△
尹 门

’

一一
’

,
’ 、

一
‘

一
,

一 ” 一 一

这里
。 ‘。 ,

二 ,

剩下的关键问题是确定
,

把 代人
,

可以得到关于 ‘

的四次代数方程
、 , , , , , , 、 , , , , , , , , , 一 , 、 。

《
‘

一 万 尸
‘ “

十
‘

一 坦
‘

一 尤 一
‘

一

卫
’

皿 一 且
‘

如果引用
, 一 工

,

记 二 『 的第 和第 不变量为 工
。

和
。 ,

由上式可得
,‘一,

工 ·

昌 ,

壳“ 一 ‘ · ,’

奥
。 ,

要

“
鑫工

。 一 。

乙

· 。 一

麦一 。
丁工

,‘

这一方程可以方便地用于有限变形
,

而方程 用于近似计算则比较方便

方程 有四个根
,

只有一个使 为正定对称 为确定恰当的
‘ ,

要使用 式的二

阶变分 式的变分
,

经过使用
,

和 式整理
,

得到
、 、、 , ‘ 、 一 宝 , ▲ 宝 、

二
二, “ , , , 。 宝 、 、 护 又 、

台 气“ ‘ 八 , “ 个 凡口“ 气性 卞 。 蔺 ‘ 气。 飞, 工 了 犬 气, 工 诀
·

‘

丁土

,‘一,

上式中等号仅在 时成立
,

因为这时 不唯一 为了分析 式
,

首先我们令 无手
,

但 占 二 ,

显然
,

我们必须有

丁土
气‘一,

, 》

其 次
,

我 们 令 阮
,

但 占 铸
,

根 据 ’本 征 值 的 极 值性 质 见

【
,

我们有
, 一 “

, , ,

式中’‘
为 ’的本征值 最后我们得到

‘ 一 , ‘ , , ,
勺丁工

一气」

式中的混合变分项不能给出有用的信息 因此 式仍然是必要条件 当然对一般变

形
,

能给出唯一的 了 必要时
,

要检验不同 析对应的 的正定性

由 和
,

可以得到转动张量 的如下表达式
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一 ,

天
, 。、‘ , 一 “

‘ 一 ‘ ’ ‘ ‘ ‘ ’ ‘ ’ ’ ‘

牛
。 。 。 , ‘ 。 ‘ ,

凸

式中
一 ‘ , 一 ’

丫 勺
,

一
‘ ‘

汀
‘ 一 ‘ ,

,

衬
一 ,

万 一 ‘

然后由
,

可以得到 的如下表达式
· , ,

全
· , , 一 产

一 。 。一 。 、 「蚤
·

一
尤一,︸

,

一一

或者
,

使用
,

得到不含 的表达式

卜一△一 县
, , 。。

粤子‘附
,

、 一 且‘ 、

生

,
·

。 尸

丁上

,

户、弓
一△

尤 一 , , 去一 蚤 一 ‘ ‘ 鱿 一 ,

‘ 一 ,

蚤 , 一 勺
勺 二

全伙‘ ’一 ‘ ’

甘
, ‘ 一 ‘

一 ,
,,‘

一飞︺

了
, 一 ‘ 尤 二

,
, 一 ‘ “, ,

、 , 一 ,

粤
, , 一 , , , 飞

’

,‘

至此
,

我们完成了关于 和 的计算
,

即实现了三维空间中变形和转动的分离

一些简例
为了检验上面所得到结果的正确性

,

我们考虑简单剪切

下 公
, 下

这里
、

和 是直角笛卡儿坐标系的单位基底 由此立即得到

工
,

下

‘ , 的 函
,

五匆 一 ⑧

通过简单代数运算
,

使用
、 、

和 式
,

可以得到
, , ,

“ ,

厂不下一 ,

石 二 丁 吸、 十 下 一
‘

一 ,

漏粉
, , , 一 , , , ,一‘,

了器
二

‘, , , , , ,

芍不箭
二

〔, , , ,‘, , , , , , , ‘, , , ” , , , , , ‘

这是众所周知的结果
,

不难直接验证

另一个例子是 ’ 劝《
,

保留 表达式的二阶项
,

有



固 体 力 学 学 报 年 第 卷

· , ‘

若‘
‘ 一 ‘ 一 ‘ ” “ ”

,

一一

这足 所得到的近似结果

近似计算中的应用

由
几

和 的准确表达式相当冗长
,

给直接应用带来不便 但是我们可以以此为出

发点
,

得到各种有用的近似关系

首先我们考虑 、《
,

即 有一个非常小的反对称部分 白 式可以得到
,

的近似式

厂二 丫。 启

—
, , 一 ‘

厂吕」
一 ’ 。 一 产 ‘。

这里
‘

是 、 二 寸 的最大 卜根
,

即

寻工 名 且
、‘

、, 。

一
· ‘ · , , ,

, 一
, ,

以 卜分 两种情形讨 论 一是 。 正定
,

这里 。 一 。 ,

我们有
, 。 工

,

然后 由

式得到 、 ,

即此 寸转角很小 另一种情形是 。非正定
,

但仍有 。 ,

这 寸

我们有
, 。 一 , , , 妻 , ,

由 。 知 。 二 、 这相当于绕某轴转动 二 后再

迭加 一个小转动 由上而的分析可以看出
,

当 的反对称部分很小时
,

对应的转动不一定

小
,

有时会了仗大

接 卜来我们考虑中等转动迭加小变形
,

此时有 》‘ 一 。 旧 且
二 一 十 、 保

留 、 项
,

由 和 不难得至,

若定义 一 二 。

一
、 、

一

一 石万花了 , 、 , ,

一 工 · , 一 , 一 寸二万了 一

为 应变
,

则不难看 此
,

在上述近似条件 下
,

斗
一 , ‘ ’

可以得到

结论
找们通过变分途 径

,

得到极分解 中转动张虽的转轴和转角的直接表示
,

因而 可以

不经过 直接 计算 这一工作 叮以看作 在平 变形条件 卜分离变形和转动在空 ’变

形条件 卜的直接延伸 所得的结果可以用于准确
一

计算或估 卜转动的大小
,

对变形进行按转

动分类
,

用
飞

检验现存的应变的近似表示并发现在不同变形条件下的新的表示
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