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晶体非比例双滑移的一般运动学

王 自 强
中国科学院 , 力学研究所 , 北京 ,

提要 本文对非比例双滑移的变形规律和运动学进行了一般的数学分析 提出了双线性

双滑移
、

逐段线性双滑移的变形梯度张量的解析公式 导出了线元切向量的变形方程以及拉

伸轴在极射赤面投影图上位置变化计算公式

对于任意形式的双滑移
,

本文提出了运动学分析的精确的数值积分方法

最后结合面心立方和体心立方晶体
,

计算了几种典型情况下的拉伸轴旋转

关键词 晶休
,

非比例双滑移 ,运动学

一
、

引 言

晶体多滑移变形规律是晶体塑性理论中的重要问题 和 田 利用 。

各向同性硬化假设
,

对铝单晶进行双滑移分析 关于比例双滑移的一般变形规 律是 由

等人 。, ,

和
, “ , 提出的 他们得到了线元素的伸长

、

旋

转演化方程
,

导出了变形梯度张量的解析公式
。

但是单纯的比例双滑移在实际中并存在
。

实际的双滑移
,

其主滑移系的滑移剪切量

与次滑移系滑移剪切量之间的比值并不是常数
,

而是依照硬化规律而变化的 一般说来

用逐段线性双滑移来模拟实际的双滑移规律是很合适的

本文致力于非比例双滑移的研究
。

推导出双线性双滑移
、

逐段线性双滑移的变形梯

度张量的解析公式 线元切向量的变形方程以及拉伸轴方位变形的计算公式

对于任意形式的非比例双滑移
,

本文提出了精确的数值积分公式

二
、

非比例双滑移的变形运动学

设想变形前的线段
, 经过变形成为线段 闪

在 尸点附近
,

选择一个线元素 户万
’ ,

点 ’ 位于弧线 上 相应的 厂 位于弧线

上 我们有

一 矛韧
,

其中 二 是线元 刃 的空间位置向量 是线元 户子
,

的空间位置向量
产尸 、、

度张量 将 式除以线元 ’ 的弧长 令 趋于零
。

得

是变形梯

本文于 , 年 月 日收到
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。

呱丫

︸

此时 。 是弧线 在 点的单位切向量 而 则是弧线

说来并非单位向量

碑尸 、

在 户点的切向量
,

但一般

我们只考虑滑移引起的塑性应变
,

忽略晶

格的弹性畸变 为了便于分析起见
,

暂不考虑

晶格的转动
。

而是让拉伸轴与某个确定的物质

线元素方向保持一致也就是让拉伸轴随着变形

旋转
。

对 式取物质导数
,

得
。

一
。

其中 是速度梯度张量 我们有
,

一 习 。 ⑧ ,产‘, ,

,

叭 分别是第 及滑移系滑移方向和滑移面法线方向的单位向量

系的滑移剪切率 令

产幻 是第 及滑移

二 ·

一 价 ,

·

姚

八 表示 向量与 气 向量之间的夹角 由 一 式
,

我们可得

一 户“ , ,

分 ,

九 ,劣‘ ,

比例因子 一 严 , 方程 中已经设想广义时间为

一 一 儿 刀笼 一

比例双滑移

设想比例因子 。是常数
,

不随变形而改变 令

一 了妥二轰
, ‘ 一 。

我们有解答

一 ,

儿 一 尺几 却 。 , 一 一

另有

其中
、月卜
、矛、一

洲
一

刽

沙登 价呈一

沙 一 了
“ 价

另有

一 。

一 , 十 生 。 ‘ ,

生 丑 。 ‘ , 一 不
‘

一 ’ 一
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‘· , 一 一‘一 · 一

⑧
, ,

介 ,

双线性双滑移

如图 所示
, 洲 与 洲 之间的关系呈折线

, 、, 、

价。
。“ 一

‘口

《 乙

”

。 , ,

是常数

当 《 镇 时
,

我们有

一 。 了 。凡 了
,

一 ‘

六
。· , 武

‘〔。 。· , 一 ‘ ,

里中这其

。

丫不琢万
, 尺。一

。一 ⑧
。

记 时的向量 和变形梯度张量 为
,

只

一 。 了 。
凡 了

,

。 , , 、 , , , ,
, 、 ,

‘一 宁瓦
, 。“

。“ 夕 , 瓦
“

“
。“ 夕一 ‘ ’

当 九 时
,

我们有
产 一 产 一

一 , 一 “

云 一 一朴

分 一 一公

由此得到解答

一 了 一 了 三。 一 丫 一 了

朴 一 天 , , 了 一 了 一 。 印 一 一

。 音一 ,“’

丈
, 沪

奋一
, 、一瓷

· ,

约
一办

, , , 尤

一 丫 。 凡 了

· 一 一‘一 · , 一 气

、声奋,山门‘尹‘、

、、呀万

了 五 ‘

一
, , 一 “一 一

, , 一众,
,‘·

凡 了
‘

会
、一 一

‘ , , 幼亡即 了 一 了 一 沙 ”
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峡
风产

‘

· 。

二 口 ,

二二

了
。吮岁犷七一七一“

” · ,

与

图 图

价
,

确尹 是
,

时
,

,

一 生

逐段线性双滑移

向量与 叭 向量间夹角

, 。 , 一 ,

粤 , 。、 。 一 , 一 冬
‘ 一 ,

如图 所示
,

双滑移的历史可以用逐段线性的关系来表示 当 下 , 《 介 时
,

,‘ , ,“ , 一

。‘是常数

设想 。成 成 了 的变形运动学已经清楚
,

令 洲朴 一 ‘ 时
,

切向量 及变形梯度张

量 为 , 及 只

当 了 荞 时
,

我们有

一 一 十

公 , 以‘ , , ,

朴 ‘ 劣

由此我们有解答
, 了 十 凡

“ , 一
, 一‘一 · 一

气

二 , ‘ ‘’ ‘ 了 一 丫‘ ‘ , 即 一 一 了‘

朴 ‘ ‘ ‘’ 了 一 了、 一 乡‘, 一 了 一 ‘

一办
、 , 尺 、

、少心﹃,气︼
、

,‘厂、

‘

,已少丫 二 印
‘

一
”一 “ ‘’ 一“‘ 一 ”一之一

, ,‘今
之

凡 了 尤 云
‘、 ‘

一 ‘
乡‘ , 却 一 ‘ 了 一 了‘ 一 沙 ‘,

只
,

’ 一 ‘

六
‘“‘

一
, 十炭

,〔· ‘ ‘一 二 , 一 ‘ ,
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我们来校核公式 我们有
一 一 土

, ,‘一
丫 , , 一瓷 ,〔· ‘ 了‘一 , , 一 ‘ , ,

·

‘ ,

事实上
‘ ⑧ 十

,

一 ‘ 一 之⑧一

众
‘ 一

一拼

子 ‘

仔一

一

,〔· ‘ 一 , ‘ , 一 〕
’

一 生 子 ‘ 丫一 丫‘

箩
〔。 、 一 ‘ 一 冬 召梦 。 , 一 二 一 ,

‘ 了

于。
, , , , 、 、 , 。 , 。 , , , ,

一首
” 一

、“ 、了 一 了‘少夕一 ‘ 十万 。
‘ “ 又“以 一 了‘刀 一 ‘’

一
告

, “

一
, ,十

鲁
〔。 ’ “ ,‘一 为 , , 十 ‘

一 。 ‘ 了 一 朴

另一方面

为
’

一 · ,

一
, , 瓷

, “‘

一
, ,

为
’

户 一
子 ‘ 一 二 , , 蔺 一

鲁
‘ “ , ‘ 一 朴 , ,

寿 ,〔
· ‘ ‘ 一 “ , , 一 ‘〕

瓷
”‘ ‘ 了 一“ , , , 一 毛主 , 一 价

石

一

再
、 ‘ 一 , ,

一 , 〕一 ‘ 一

户厂 一 户
,

介 一 乙

由此看出 一 确实给出了正确的变形梯度张量

由公式 不难推得如下公式
爪

尸只式
,

⋯汽
其中

入一‘ 竟
凌一 “七一 “ 一 ‘乏一 ”

十

众 ,一〔
·”‘“ 。一 ·及

一
, , 一 ‘ ,

及

三
、

双滑移变形运动学的一般公式

双滑移变形的基本方程为
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一 十 “

艺
‘

、万

,

设想比例因子 。 是 丫 的确定函数 方程 是变系数的常微分方程组 在一定的

初始条件下
,

由方程组
,

利用龙格一库塔法求得精确的数值解

求得 仁
。 了 , 十 丫 凡

, 一 一 , ,‘ ,

, 朴 再由公式

凡 幼
一

子下 气 幼 约办
“又了夕

现在来分析变形梯度张量 我们有

,

其中 是
“

广义
”

时间

在固定的空间直角坐标系内 方程 , 写成分量形式为
“ 乙 之 打

将 凡 , 看作是 的函数 方程 是变系数的常微分方程组

方程组
,

利用龙格 一库塔法可以求得精确的数
值解 凡 , ”卜

劝由

在一定的初始条件下
,

再由变形梯度张量 , 可以直接求得 ”

一 。

作为一个典型例子
,

我们来分析下述情况 幼

丫 。。 一 禹。一互
, 了

外 二么
巧 寿

泥二
△仃令

,

及
。 ,

风

一 、 ·

争
一

份

凡 玲
砂。二一拓
。怡卜石

对于不同的初值 叫
,

叫
,

利用
,

积分方

程组
、 ,

可以得到 了 , 丸。
, 丫 ,

凡 丫
。

图 显示了关于 了 ,

凡 的计算结果

又由 式得
,

, 一 丢 。 ,

溉 十 。 · 几

一 几呈

其中
口月 ‘

扭刀

那一之一 刀盆
、 月盆

另一方面由公式 也可以求得
,

图 同时给出了 △ 与 的关系
。

△ 一
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计算表明依照公式 算得的 与依照公式 算得的 是完全一致的

四
、

拉伸轴的转动

利用上面得到的非比例双滑移一般公式
,

我们来分析双线性双滑移的拉伸轴转动

图 , 立方晶体极射投影图

图 , 是标准的 【 极射赤

面投影图 该图划分成 个小

三角形区域 当拉伸轴位于某个

小三角形区域时
,

图上标志的滑

移系将有最大的分解剪应力

表 和表 分别列出了面心

立方晶体和体心立方晶体各个滑

移系的命名

对面心立方晶体
,

个字母

表示 个滑移面 个滑移

方向 是用指标
, ,

来表

示 对体心立方晶体
,

个字母

表示 个滑移方向 而指标
, ,

表示 个滑移面 一

建立空间固定的直角坐标系

它与晶轴坐标系完全重

合 轴指向晶轴
,

轴和 二 轴分别指向 和

表 面心立方晶体滑移系

滑移面

滑移方向

滑移系

一〕 〕 〕

口 ,

川 了 〕〔一 〕
一 ,

〕 兀 〕

一 ‘ ,

一

〔 一〕〔 了〕〔

袱 ,

表

滑移面

滑移方向

滑移系

〕

一 了 一。

〔 〕

。 ‘ ,

一 一丁。

一

一
‘

一

一 ,

用欧拉角
,

币 表示拉伸轴方位 此时有

如
。 币

, 日 小 , 。 日

该方向在极射赤道平面图用点
,

力 来表示
。

我们有

一 。 口 山 十

坦 中 戈 个 夕

令 价
, 巾 是向量 与滑移面法线方向

,

之间的夹角

方向
,

之间的夹角

几 , 几 是向量 与滑移
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滑移系 和 至双滑移

设想拉伸轴的初始位置接近边界 。 一 〔
,

此时最有可能同时开动滑移系 。

和 乙

对面心立方晶体
,

我们有

了丁
,

幻目

—一 又 少 , 中

。一 了厄
。一 了万

价 一 燮
几

又

对体心立方晶体
,

一 。一夸 一 一

价 一
。一 丫万

。 , 币、

。一万
。 , 少

由公式
,

立即得到

一 斌若 十 川 十
, 。 孙

· ·

。 ,

几
·

又 十 。 房

又
· 。。 又呈十 。

沙、
· 、

一
。 价全十 。

。 · ,

价
·

小
·

根据公式 匀一
,

可以求得 几
, 免 ,

沙 ,

沙

我们也可以直接建立求解
, 功 中的公式

,

代入
、

即可求得
, 功

、‘,

、了
已几

· 。 日。 , · , 十
·

·

功 夕 价。 日。
· 心 。兀

·

图 绘出了面心立方晶体的计算结果 拉伸的初始方位是
。 , “

,

访。 一乡

第一阶段
。

当 丫 时
,

进人第二阶段
, 。 的 , 个不同值

, , , ,

继续变形 其极限位置与比例双滑移的相应极限位置一致 也就是从初始位置出

发
,

以 ‘, , 丫‘” 。
,

, , , ,

的比例双滑移的极限位置

图 绘出了体心立方晶体的计算结果 其中 口
。

一 , 。 , 币。 一 。 , 。 , 乙

一
, , , ,

试样初始拉伸转接近边界 一 〔

对于这种情况
,

可能开动的两个滑移系是 和
。

我们有公式

对面心立方晶体
,

一 。。 , 、、 , 、 丫万

币
了了

。 沙 一 。 。沙

召万
。。 , 必 一斌万

对体心立方晶体



力 学 年 第 呼 卷

】

川 川

【一 】

图 图 ,

。 一 。。 , 沙 , 价 斌万

嗦 价
了了

·甲‘

一
‘

了了
。。 一了万

。 , 必

其中 口。
,

图 表示了面心立方晶体的计算结果
。

价。一 , 殉 一 , 了 一
,

一 , , , ,

图 绘出了体心立方晶体的计算结果 其中 。一 “ ,

价。 。 , 。一
,

,

一
, , , ,

一 工

︸】

、 扣飞

卜 絮絮
。。

图 图 ,

五
、

讨 论

本文讨论是纯几何学的 分析中设想两个滑移系的滑移剪切率的比值是已知的 而

实际变形过程
,

这个比值是未知的 这需要通过硬化规律的分析来求得或者通过实验溅
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定某些变形量来推断 这个问题作者已有另外文章来分析
,

这里不作论述 事实上本文

的分析方法与实验测定若干宏观应变量相结合可以用来测定硬化系数 凡 , 。
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