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杨志峰
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陈国谦
中国科学院力学研究所

,

北京 以犯

摘 要 本文是文献〔 的继续
。

在 薄壁堰双 自 由面 泄流问题数学模型的基础上
,

本文进一步
发展了该问题的一种数值离散和数值计算方法

,

包括不同单元插值函数的选取
、

边界奇异积分的处理
等
。

文中选取倾角为
。

薄壁堰泄流流动进行了数值计算
,

所得上
、

下两自由面位置和泄流流量与实
测或分析值吻合很好

。

全文得出了一些有益的结论
。

关越词 计算水力学
,

动边界
,

重力势流
,

保角变换
,

数值方法
。

作者曾应用势流保角变换理论
,

将含有非规则可动边界的薄壁堰泄流物理平面 ③变换到规则

的无限带状域变换平面 ①
,

如图 所示

梦夕
”‘幽 月

‘’ ‘ ”,‘ ” 二

一

犷
‘’

图 平面变换对应关系

作者进一步建立了该问题的数学模型“ ’
。

现选取
二 ,

犷 召
,

尸 尸

这里长度特征尺度 为上游无穷远处堰顶水深
,

对文献〔 〕中数学模型无量纲化 为了书写方便
,

略去无量纲化表达式中上标
“ ”

号
,

可得

尸 。
, 。

二岑二

一
一‘, 召

一 一‘

犷 瓜
犷

一

孟
犷
一

丫 下了了

〔

〔自由面

赶 自由面

这里 一 卜
“ ,· 一 ,

二

一 丁熟
,· 一贾

卜二 。一 ,· 一
’

一 。
, ,

、

分别为 之平面和 ⑦平面复变量
,

尸是堰高
,

表示变换平面条带宽度 可任意取值
,

日定义

本文于 引 年 月 日收到
。
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为 ②平面自由边界上任一点角度 按文献 〔 〕定义
,

厂表示流速
,

犷
一 , 则为上游无穷远处犷值

,

。

表示堰顶点
书
在变换平面对应点处的 值

,

为区域边
。

式 为一非线性微分一积分方程
,

其特点对 ⑧平面上一给定非 规则边 界
,

未知
,

必须作

为解的一部分和方程一同求解
,

此乃求解困难之一 再者
,

式 所 描 述 的 为一动边界问题
,

自由面边界非规则且待定
,

也必须作为解的一部分和方程一同进行非线性迭代确定
,

此乃求解困

难之二
。

本文的主要目的就是表明这一复杂自由边界问题的求解如何数值实现 作者在文 献 〔 〕

中曾提出了应用式 的两种求解方式
,

即在泄流的物理平面上求解或在变换平面上求解
,

经过

分析和比较
,

作者认为应优先考虑在变换平面上求解
,

亦是本文所采用的求解方案
。

单元插值函数

数值计算的第一步应将求解区域离散化
,

用有限离散系统来近似取代无限连续系统
。

根据文

献〔 中提出的求解基本思想
,

我们只需在 区域边界上 进行区域离散或单元划分
,

边界单元的划

分如图 所示
。

下 自由面对应边界上
,

划分了 个单元
,

其中包括一个近壁元和一个无穷元 上

自由面对应边界上
,

划分了 一 十 个单元
,

其中有 个 无 穷元
。

所有常规元均采用等间距划

分
,

并假定角度 日在单元内呈线性 分布
,

而 近壁元或无穷元内 日分 布需进行特殊处理

无穷元
法 , 占

, 代尸 一 一

” 无穷元

一近壁元、 、 无穷兀

图 单元划分或结点分布

常规元

也可称为线性元
,

即假定 日在单元内与 呈线性变化
,

日‘ 日
、邑

△日‘二 日
, 一 日

‘ , ,

一
, 一 , , , 。 ,

⋯
,

、 、 ‘ 一
、 , 、 ,

、
‘ , , , 、 , ‘ 、 , 、 , , ,

一
还里 “ 一不丁‘

一 ,为华兀局都坐称蚕数
,

△ ‘ 为早兀长度
。

近壁元

是指水舌脱离堰壁自由边界所对应的第一个单元
,

即单元
。

日在该 单元内变化较为剧烈
,

不妨假定在这一单元内日朴二次抛物性变化
,

考虑 到在脱离 点处水流 与堰壁相切
,

因此 日应满

足需 ,一
, 一 。

,

粼 〕给出

其中 。为一高阶小量
, 。 ,

条件来确定
,

在此给出结姿

日
。 ,邑‘ 毛

为单元待定常数
,

可由单元结点处 日值及 日变化 率的 连续性

日二 日 日 一 召 毛‘
十

日 一 邑
界
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式中
,

日 二 日一 日
, 二

无穷元

命
一

·

”日 ”日一
·

”日
·

, 日

一
无穷元意味着单元的某一端在无穷远处

,

对本问题
,

可分为上游无穷元和下游无穷元

上游无穷元
。

即上边界上的第一个单元
,

在该单 元内
,

日值接近于零
,

如图 所示
。

单

元坐标与局部坐标参数的关系取为
。十

教毛 一 ,

忽略近似 线性项 的影响
,

假定

日
。 邑

。 ,

、 ‘ 日 。 二 “ 。 一 二

处余什一刁万
,

。, “ 日照俩足
。

入 ‘
二 ,

时
,

日值分别为
,

日
, ,

这样应有

日
,

七

无穷元 ,

队
, 日 , 日卜 氏一 , 日。 无穷元 生

一二州
‘““ ”‘ ’吞叶 ’

“ 口 弓

“一’ “‘
一 ’

气斋
毛 一

图 上游无穷单元

乙二
,

一

图 下游无穷单元

助 下游无穷元 即上
、

下两边界上的最后一个单元
。

以下边界为例
,

其单元形式和单元局

部坐标参数的选取如图 示
。

该单元插值函数的选取与确定方法 与近壁元的 相同
。

即式 在该

单元内仍成立 但
, 一 毛

, 条件器
、

, 一 ,,
。 、

二 二
, , ,

一 ‘ 。 ,

万以仪仕早兀分齐处艾化半庄软余什口

日

、 ·

哈然满足 注意到之
一 , 时 日值分别为氏

,

一

器
。 。 ,

可推得

晋
一 △。

。

。
。

一 △。
,

。
。

·

合
一 。

。

·

命
一 。。

。一

。卜 一 。。
,

队峨毋
其中

同样
,

在上边界无穷元内应有
。 ‘ 。 ,

。 、 ‘ , ‘ 。 , 。

二 一 凸 , 吸艺 万 , 仁
‘ ’

一 凸
。 , 吸 万 , 屯“

‘

式 中各符号含义可由式 类推
。

离散方程

在变换平面白上进行了上述离散及单元插值函数选定后
,

地视为由一个个连续的单元组成
,

两平面单元间应 满足变换

其物理杠、平面自由边界也应对应

兀
口‘
十到州下,

、

一一面条带宽 二 ,

勺有

并将 。二
十 艺兀 上边界

下边界

尸 , 、
万 一

,

—
乙 声 一 ,

了 户 几

关系式‘
。

为了 简化计算
,

取 ⑦平

上边界
保入到式

,

则 对任一点
下边界

。
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一 卜
‘·

卜
、 ·

一 丁
盖‘·卜

、 ·

一
日一 ‘·

卜
士一

一‘

一 日 ‘ ,

式中
“ 干 ” 或

“ 士
”

号取值定义为 与 共线
,

取
‘ 一 ” 号 或

“ 十 ”

号 与 异线
,

则

取
“ ”

号 或
“ 一 ”

号
。

例如
,

、 , 在下边界上取值 时
,

式 指数 式中对应于下边界的前两

项的
“

干 ” 号应取
“ 一 ” 号

,

而对应于上边界的最后一项应取
“ ”

号

在图 所示区域离散下
,

式 中积分项可做下述离散计算

去
一口

‘· ‘干一
下
一
了

一

干 一 了二一 下匀

岩
,

乙‘ 口犷

、 ,

一
日

艺
、, ,么日

‘

一 同样
,

这里 几
,

士 一‘ 。一 ’ , , 日二 乏
‘ , , △日

、 二
十 , ,日

·

月 千

二未
︸产

不石丁
’御

‘

广内幻
干 一吓 , 一 了‘川 口 或 饭毛

一

士
一 ‘ , ‘ 一 下‘ , , 卜

刀‘ 。尸‘ 了

, 翔
乙盆

, , “ 衍一 士 一 ‘’‘ 一 下 , ‘, 口
卜 十

对式
、

进一步做分解
,

有

艺
‘ , ,八日

‘

乏
、, ,日

十 , 一 艺
‘ , ,日
‘

一 , , ,日 艺
‘一 , , 一 去‘

, , 日‘

同样
,

艺
‘ , , 日

‘二 一 , , , 日
。 ,

艺
一 月 不 几 斗 协

、 。

‘儿‘一 ‘ , ’一 乙‘
, ’ ‘一 万乙

”” , ’

将式
、

代入
、

式
,

进而代回式
,

可得

, 二 一 一

尤 一
, ,

‘· 干 一‘一
’一 ’

艺
‘ , ,

日
,

艺 尤
‘, ,日‘

月 泽

其中
一 , ,

尤
”十 , , 二

、 , , 一 , , ,

尤
‘ , , 、一

, , 一 ‘ , , ‘
, ,

⋯
, ,

” , , ,

⋯
,

二 , 一 ”。
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注意到利用不同单元插值函数式
、 、 、 、 ,

式
、

可 进一步转化为下述

计算表达式
‘, , 一 ·

卜
、 ‘ , ,

一
“

,

‘一 , , ·

一‘ , , 一 ·

卜
士 ‘ , ,

一
“ ‘

一
, · , · ·

一
‘

, , 一 ·

卜
干 , , ,

一卜
‘ 一 , 一 “ 一 ,“〕“

, , , 一 ‘

小
、 一“卜

‘
·

, 一 ,“
·

,““ “

, ·, , 一 ·

卜
士 二

, ,“ 〔 ” 二 , 一 ”“ 二 ,“〕“

, , · ‘ 士 一
, ,““ “

这里

,
, , 一 下翻一 ’。口 ,

二 , ,

一
,

显然
,

上述 吞
, , 等积分表达式均具有奇异性

,

欲顺利实现数值计算
,

需进行特殊处理

自由面位置求解方法

, ‘ 。的迭代计算

待定参数
二。的求解和以往应用子 变换时确定待定常数的方 法稿同

,

即 二。应根据物理平

面上堰的几何形状迭代计算 如图 所示
,

薄壁堰 平直
,

其倾角为常数
,

将 日 一 代入

到式 可得

尸 ,
,

,

一万二 二

—
乙 ,召脚“

夕 兀

在 、。
,

内对式 积分
,

并取其虚部
,

可得对应于任一 动 的堰高为

尸计一丛名里 ,
。 、坛

‘

为了计算方便
,

令 幼动
,

则 下 、刃之
,

代入式 邓 有

尸计
尸

兀

·‘ 。 · 犷 二

其中 “ ,

一 一
‘· ‘

一
, ·

言 ‘, 二

日, 一 艺
。二 。‘干告

·

‘ 四 斗

从式 可看出
,

式 积分式在 乙二 处出现奇点
,

其奇异积 分的计算可采 用积分主值取代该

点的积分值的方法‘
“ ’进行

。

应该注意
,

上述计算只能保证所得堰的倾角与实际一致
,

由于 动 为任意给定
,

故并不能保

证 尸计 与实际堰高相同
。

、。可采用下述线性关系式迭代确定

·

黔
’

奇
·、

各 , 的计算

彻
, 表示上边界第一个有限结点与上游无穷远点对应的自由水面 高度差

,

它的计算实质上为
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上游无穷元内的奇异积分问题
。

由式 推得

乙夕通
尸

兀

公 , ,

厂“ ‘
一 口“ ’“‘

做变量替换 参阅图

一
、 七

,

贝。“一鲁“ 再者
,

该单元内 。满足式 》
,

即 。一 。一梦
,

一般 日
, , 很小

,

可取 日二 盘 二日
。 ,七 这样

,

式 可变为

。, 」 二 一 。
, 一 ,““

式 劫即可按一般的数值求积方法进行计算

各夺 色加 的计算
各介

、

如 表示两自由水面下游最后的有限结点
、

如图 示 两点 坐标差
,

其计算方法

与 乙 , 的类同
,

但其为两无穷奇异积分之差 据式
,

并注意利用图 中 单元 局部坐标参数关

系式做变量替换
,

经整理不难推得

脉
·

皿兴买
〔凡
矛 ”二卜‘ ’知 〕邻

乙。·只青丑
上 。上 卜 下 、 。下 · 〕香

口

这里下标
“

上
”

或
“

下
”

分别表示对应于上边界或下边界之值 式 的计算可采分段数值求积

的方法进行
,

本文不再详述

自由边界结点坐标的计算

据式
,

在任一 单元内对其求积有
‘

尸 户气
二 一 。 ,

凸乙少 一二一
一 一 ’

君
一 ’“ ‘ 以 ,

艺
, · ’ · , 一 , , 艺 , ‘

二 , 一
下召户

对上式应用梯形求积公式
,

并分取其实
、

虚部可得

△二 , ·

争
’

△。,

一争
共旦〔

二 , 。。 , 。,二卜二
, 。 , 。, 兀

人黔
〔二 , 、 。

,

卜
, 、 、。、 。,

, 二

式中 △二 , 二 、 , , 一 二 , ,

夕 , 夕 , , 一 刀, 。

根据 ③
、 ’

⑦两平面间的对应关系
,

可由式 竹逐点推求各结点的坐标值

下 自由面
。

自上游至下游逐点推求
戈 二 二

戈 , , △戈 ,

夕, , , △夕 , , , ,

⋯
, 一

上自由面
。

纵坐标 夕 , 的计算仍采用自上游至下游逐点求解的方法进行
。十 各夕诬

夕 , 十 夕, 夕
, , ,

⋯
, 一

横坐标 二 , 的计算则依据下 自由面位置
,

自下游至上游逐点推求
, 。 ‘ ,

乙物
, , , 一 , 一 , ” 一 ,

⋯
,

从以上论述可知
,

在 ⑧平面 自由面对应边界 上共计划分了 。 个 有限结点 不包括无穷远点
,
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但 日
, 二 一 为已知量 且

,

故只有 二 一 个 日值 需求 解确定 另外再加上未知量 下‘
,

共

计有 个直接迭代参数
。

在建立数学模型过程中
,

利用了上游无穷远点与堰顶 顶 点的能量守恒

关系
,

导出了计算 厂一 的关系式
,

不难看出 犷一 是一 依赖 于上述 个参数 的 变量
。

根据

边界条件式 , 除第一结点外
,

其它任一结点在泄流平面的对应点均应满足伯努力非线性条件
,

即 。予 、 , , ,

⋯⋯

由此可得 一 个 方程
,

另外还有确定 几
。的式

,

共有 个 方程
,

恰好 构成了一 封闭的非

线性方程组
,

可以迭代求解
。

计算过程

应用本文方法
,

计算过程可归结如下

给定初值 印“
, ,

⋯
, ,

弓
。

显然
,

在上边界
,

日
‘变化区间为 〔

,

幻
,

下边界

为〔一
,

蚤〕
。

据式
,

计算
‘ , , 和 , 。

据式 和式
,

迭代求解在给定 即 下的
二。新值‘ 。

应用式 计算 , 值
,

并由式
、

式 分别计算犷一 和 犷 ,
。

据式 邪
、

式 计算 各如
、

各介
,

进而应用式 一 求解 自由面结点坐标值戈 , ,

功

据自由面应满足的边界条件式
,

迭代求解 日, 新值 出
。

本 文采用了最速下降法‘
“ ’

返至 重复计算
,

直至收敛
。

计算过堰流量 二 犷一 尸
。

计算实例

为了验证作者所建立的数学模型 ” ’及本文数值离散方法 的合理性 和可靠性
,

本文对 尸
,

。 情况下的薄壁堰泄流流动进行了实际计算
,

得到了如下结果
。

自由面位里

图 给出了计算所得自由面位置及其与实测值“
’的比较

,

可见两者吻合很好 对于本流动问

题
,

下自由面顶点 。位置是一个很重要的控制参数
,

本文对其计算结果与实 验结果也非常接近
二 。。 ,

刀。。 计
, , 劣。。 ,

梦 。 实 二
, ‘毛 ’其相对误差为

,

完全可以满足工程精度要求
。

‘ 了 ·

算值

图 自由面位置计算结果
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过堰流里

对于该算例
,

计算所得 犷 一 的
,

因此其 过堰流量 计 犷一 尸 二 阳
。

前人亦分

析和统计出了一些比较成熟的并被广泛应用的半经验半理论流量计算公式
,

如对于倾斜薄壁堰流

动
,

可由 公式加倾斜修正来计算 〔
“ ’, 无量纲化后其表达式为

。一 、 。 。。 。 。 畏、
、 吏一 ,

适用条件
尸多韵

这里
,

—
倾斜修正系数

,

,

二 下不盯
性

。

将 尸 代入式
,

可 得 二 故

一 计
, ,

计算值与分析值相差甚小

讨论与结论

本文通过离散分析和实际计算
,

初步得出如下几点结论

作者在文献〔 〕中所建立的薄壁堰双自由面重力流的数学模 型是合理 的
,

本文提供的数
值计算方法是有效

、

可行的
,

计算结果亦可靠
。

本方法仅在边界上数值离散和求解
,

具有边界元法内存小
、

速度快等优点 但与边界元

法相比
,

本方法对外部边界条件要求较低 边界元法 其它有限区域解法也一样 要求在自由面上

同时满足 冲
,

尸 尸。 两个边界条件
,

而本方法
,

中 条件自 动 满 足 再
者

,

本方法通过建立无穷元
,

将有限区域与无穷远点有效的联系起来
,

使求解更为精确
,

区域划

分更为灵活
。

应用本方法可避免自由边界上缓一急流过渡区 的存在给 求解带来的特殊困难
。

用边界元

法求解重力坝溢流问题时曾发现
,

在坝顶附近存在一个从缓一急流 过渡的 所谓
“

不确定区域
” ,

该区结点位移对其能量变化反应迟钝
,

从而使求解困难 〔
’。 本方法在变换平面上求解

,

并采用角

度为迭代参数
,

间接调整自由面结点坐标
,

计算中未发现上述
“

不确定区域
” 。

本方法可直接计算出流量值
,

而一些方法则必须根据所得自由面光滑程度人为判别其流
’

量大小 , , ’。
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