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摘 要 本文导出了泄流平面与带状域平面的边界微分一积分方程
,

进 而建 立了薄壁堰双自由面
重力流的一种数学模型

,

提出了应用该模型的两种求解方式和一些有益建议
。
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引 言

具有自由表面的重力流动是水利水电工程中主要流动形态之一
,

坝顶溢流
、

闸孔出流
、

重力

自由射流等都可归结为对这类问题的求解
,

其特点为

必须考虑重力作用
,

使势流理论求解更为困难

自由表面边界解前未知
,

为待定可动边界
,

且必须满足伯努里非线性条件
。

国内外许多计算流体工作者都计算过自由面重力势流间题
,

大多都是采用有限单元法求解只

含有单一 自由表面的重力坝溢流流动
,

并以直接
“

试探
”

的方式调整自由表面位置使其逐渐满足

于伯努里非线性条件‘”
一‘名’。 有一些工作研究了挑射水流间题 〔

’。川“ ’
。

薄壁堰是水利工程中三种主要堰型之一
,

对其过顶溢流的研究不仅有其自身的理论价值
,

而

且也可为重力坝坝型的优化设计提供理论
、

参考依据 薄壁堰泄流问题有其自身的流动特点
,

由

于重力的作用
,

水流过堰后明显弯曲
、

形成一水舌泄向下游
,

如图 所示 水舌上
、

下两自由表

面接近平行
,

其间无任何固壁相接
,

自由面多
,

自由度大 对于这样一种较为复杂的流动
,

如果

仍采用上述已有方法
,

自由表面位置同样应用直接
“

试探
”

调整其结点坐标的方法求解
,

必然会

使在求解单自由面流动就遇有一定困难的方法更为困难 和 汇 ’曾应用速度图法计算了

薄壁堰流动
,

但这种方法在速矢平面上需确定

速度
、

角度及其一
、

二阶导数的边界条件和全

区域离散求解

保角变换方法一直是求解势流流动的有力

工具
,

其特点是仅在边界上求解
,

无需外部边

界条件
。

和 ’应用这种方法求解了

表面波
,

温贤 云 和吴持恭
‘“ ,计算了闸孔出流

及溢流堰流动
,

两者都 是 通 过 某种变换将求

解域变换到上半平面
,

再根据 一

犷犷

名名名

了了
图 薄壁堰泄流流动

本文于 年 月 日收到
。
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边值问题推导出相应的积分关系式 和 在变换平面上求解
,

而温 和 吴 则转换回物理

平面上求解
。

上述方法有一共同点
,

即均在有限域内离散求解
,

这样 必 然 对来
、

出流边界位置

要求较高
。

本文为了使变换平面物理意义较明确和便于计算
,

基于许瓦兹一克利斯托夫 一 和

无限条带两基本变换
,

将求解变换到带状平面
,

两自由边界对应于两平行直线 为了便于在计算

机上数值实现和 节 省 计 算量
,

本文重新定义了边界角度取值方式和对变换式进行了实虚分解

作者在所导出的两平面边界微分一积分方程 的基础上
,

建立了薄壁堰泄流流动的一种数学模型
。

该模型可直接应用于无限区域
,

且只需在边界上求解
。

最后
,

作者设计了应用本模型的两种求解

方式
,

并对其进行了分析和比较
。

边界微分一积分方程

本文从大家熟悉的
,

可将多边形区域 ②映射到上半平面 ⑥的 一 变换 ,“ ’入手
,

其表达式为 ‘

夸
七 屯一 。 内

其中 为待定复常数
,

是多边形的内角数
, , 表示。平面实轴上的待定实常数

, 二 ‘则定义为

多边形的补角 下文所涉及角度提法
,

均指其相对值
,

即 ‘ ,

顺时针取正

对于图 所示求解区域
,

由于其边界 由直
、

曲线复合而成
,

因此不能直接应用 式
。

本文

首先改变 式形式如下

贵
二 二

之
一‘·‘一 ,

龟
设想将任意形状边界划分为大量的直线段单元

,

则与 式中
‘相对应的实际上就是两直线段 的

角度差相对值
,

如图 所示
,

不妨表示为 △氏 应用 式
,

则有

习厄 二 似 “ 艺 屯一 ‘ △ ‘

对 式取极限 八仁, ,
,

可得

贵
一 ·
。歹

,

‘“‘七一 ’ ”

显然
,

式为 式或 助式的一种推广形式
,

是可将由任意形状边界包 围 的区域映射到上半平

面的 一 变换
,

而变换 式或 式仅是该式的一种特例 例如
,

假设在 点存在一 角点
,

则日

在该处为一阶梯函数
,

在 处对 七一 积分得

一 亡·

⋯

一

丈

图 连续曲线的变换 图 无限条带变换平面



护
杨志峰等 双自由面重力流的数值保角变换方法 数学模型

吉
, , , 、 , 。 , , , 、

吸、一 西 气‘ 一 。 ,
召 卜
〔户

石

这里
。为日在 。

。

处的步长
,

即 。二 时 一 队
。

是依赖于区 域 边 界几何形状的变量
,

如果整

个边界均由直线组成
,

则除了在两直线交点处 日为一阶 梯 函 数外
,

日
。

根据 动式
,

此时
,

式即可简化为 式
。

本文所研究的泄流问题具有上
、

下两自由边界
,

且为无限区域
。

为了使变换平面物理意义更

为明确
,

我们再引入无限条带区域变换

互 一
一

于
‘

这里 为条带的宽度
。

式 保角地将如图 所 示带状平面 ①映射到如图 所示形式的上半平

面 ⑥
。

根据式
、

式
,

⑦平面到如图 所示⑧平面的保角变换关系应为

, , 、

乙
, , 二 。一冬

,

石二一 少 尸了厂 , 丁 一 以 下厂
,

‘

‘ ‘ 刀

一【歹
‘·‘

一

干 ’ 一于
’ , 。

式中 为 ①平面上
、

下两平行边界上的连续实变量 我们可以应用式 建立 条 带区域和任意形

状边界包围区域的一一对应关系
。

为了便于数学处理及以后的数值计算
,

本 文 改 变 一 变换中

对角度的传统取值方式
,

给出如下定义

定义 任意形状边界某点的角度 日
,

是指该点切线与水平线所构成的锐角
,

顺时针取正
,

反
之为负

。

在上述对角度的定义下
,

将式 应用于图 所示泄流物理平面
,

得 详细推导见附录

阿甘御勺‘翻,

乡分
、

一一下 一 以
·

口 下 七 “
一俨‘

其中
,

“一【一
,。 一千

《‘ ,

一
· 。 ‘· 一干

‘“一 ” ‘。一 了
·

一于
‘”一 ‘ ’,‘。

这里 为薄壁堰倾斜角度值
,

几 。是泄流平面 点在 ①平面上的对应点
,

日
’、

印分别为下
、

上自由

面上的角度
。

式可认为是 ⑦平面与泄流平面的变换关系式
,

该式将泄流平面映射到带状区域
,

堰顶对应于 ①平面坐标原点
,

无穷远点与无穷远点相互对应
,

并且 式把泄流平面边界变 换 为

①平面两平行直线
,

两平面上的流动非常相似
。

式实质上是两映射区域边界上的微分一积分方
程

,

是本文建立数学模型的基础

卢,‘,今
︸

户,

数学模型的建立

对图 所示倾斜薄壁堰泄流问题
,

其基于势流理论的数学提法可述如下

砰 〔

, 牙

班
一 犷

〔 一

〔

不于
尸

豁 、 “
‘ ,

一
‘
·

。自由面
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这里平表示复位势
,

为一解析复函数
,

几 那 表示班的虚部
,

矿为班共辘复变 量
,

一 是

上游无穷远处均匀来流流速
, 、

此 为两实常数 表示求解域
,

为其边界
。

由于待求解问题区域边界的不规则性或不确定性
,

在物理平面上直接寻求复位势 是不

可能的
。

式 将其区域变换成 ⑦平面上 规 则 带 状域
,

无穷远处来流对应无穷远处来流 犷
一

钾
“一 ,

两平面上流动很类似 但带状域对无穷远处均匀来流问题的复位势是已知的
,

可表示为

牙 劝 一下 拍

式中
,

一就是 ①平面上游无穷远处来流速度
,

其流量应与物理平面来流流量相同
。

因此只 要变

换式 已知
,

则复势 砰 即可被确定
,

这样就把求解复位势砰的问题转化为对 式的求解
。

不幸的是
,

自由表面为曲线
,

其位置事先未知
,

即 日分布 未 知 或 对任一预先给定自由面
,

未

知
。

因此变换式 无法由一已知解析式精确给出
,

而必须和确定自由面位置等一同求解
。

由式
,

或 , 一 时
,

表达式中指 数 趋于零
,

或 , 因此
,

通过式 和式

可得

一豁
一

答 尝 止一 勃
因此

“

甲了 于下一
兀 一

又 ②
、

两平面来流流量应对应相等
,

由此可得 ,衬

幼一

犷

十尸
一

气气
这里尸为堰高

,

为来流堰顶水深
,

如图 所示
。

将
、

两式代入到式
,

得到

零
二丝军

。一 ,
份

在上述角度定义下
,

利用式 和式
,

在自由水面边界上应有

,宁衡‘八 , 一 。
。 一‘。,

器
一

嘿了尝
·二一产

解之
,

这里 犷为 自由面上任一点流速
,

犷二

重要的关系式
。

犷
, ,

为其分量
。

式 拟 给出了对厂的数学描述
,

是一 个 非常

根据无穷远处 点和堰顶 点的能量守恒关系 伯努里方程
,

注意到 式成立
,

可 推 得

确定 犷一 的数学关系式
,

犷 一二专要贾侧 拐『 一“ 一 记 一 忿
’

峪“
、 产

其中
。

表示堰顶 点在①平面上对应点 原点 处之 值
,

由式 计算

至此
,

我们可将对薄壁堰泄流问题的数学提法总结如下
十尸 一

,

拱井

一
一

山下 一 ,

犷 。

石二 。 乙少
‘日

犷 二 一

犷 一 扩斌
一 污

〔

。自由面

自由面
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这就是本文所要建立的求解薄壁堰双自由面重力泄流流动的数学模型
,

其中 仍由式 描述

由于 ①平面区域边界为两流线
,

且该下
、

上两边界对应于泄流平面 ⑧上由渠底
、

堰壁及下自由面

组成的边界和上自由面边界
,

因此式 中出现的流线条件
,

即式 探 班
,

动
一 ‘ 在所建立的数学模型 式中自然满足 待定 自由 面 位 置 一旦被确定

,

日分布或 值

对应于自由面各点 即可被求出
,

内部场值则可由 式及变换关系 式解析确定

分析与讨论

本文从复变函数中两基本变换出发
,

将薄壁堰泄流复杂区域变化到规则的带状域
,

并将在泄

流平面上求解复位势问题转化为两平面域边界上的微
,

分一积 分 方 程 间 题
,

以此为基础
,

建立了

薄壁堰双自由面重力流的一种数学模型
。

确定自由边界位置和上述方程的求解必须同时进行
,

增

加了求解难度
,

但自由边界的
“

任意
、

可动性
”

也可为这一问题增添求解方式
。

在下文作者提供

的两种求解过程中可认识到这一点
。

应用本文提出的数学模型
,

有在物理平面上或在变换平面上两种求解方式

在泄流物理平面上求解 这种方式求解思 想和前 人发展的有限单元法 〔
‘ ’一【 ’等相同

,

确

定两平面边界上的一一对应关系也是基于传统保角变换方法 即首先假设自由水面位置
,

日亦已

知
,

据此迭代求解域边界各点对应于变 换平面 ①上的 包括 几
。
值

,

进而求解各对应点流速

返回物理平面
,

据伯努里非线性条件调整自由面位置 重复上述计算
,

直至收敛
。

在变换平面上求解
。

由于物理平面 ⑧自由面是可动或待定的
,

使得在变换平面 ①上求解

成为可能
。

在该平面上求解
,

可按一种 ⑧平面上自由边 界 对应于 平面上边界固 定 已知
,

②平面上固壁角点 在 ①平面上对应点可动 、
。待定 的

“

交错
”

方式进行
,

其基本思 想简 述如

下

②平面上
,

堰的高度及倾角均为已知量
,

故堰底角点 所对应的待定常数 几
。
确定 应按

以往方法进行
,

即依据堰壁几何形状 尸
,

迭代调整求解

对于 ⑧平面可动边界 自由面
,

将其在 ①平面上对应的边 界 固定
,

亦已知 例如
,

在

该边界上等间距离散划分
,

各结点 ‘固定
,

通过假设 日分布
,

确定边 界 上的微分一 积分方程或

一一对应关系
,

由此计算自由面位置和相应的流速分布 对 于 给 定的 日
,

调整 日分 布直至满足

伯努里非线性条件
。

上述两种求解方式的共同点在于均是通过自由面上满足伯努里非线性条件迭代求解 不同之

处在于前者比较直接明了
,

但后者却具有更强的吸引力
,

其表现在

在变换平面上求解
,

网格划分比较方便
,

①平面区域边为两平行直线
,

在其上划分网格

显然比直接在 ⑧平面区域曲线边界上划分网格方便和精确

便于初值给定
。

在①平面上求解
,

通过调整 日间接地修正自由面位置
,

而 日变化范围一

定 在上自由面
,

日二 一蚤 下自由面
,

日 一 蚤
。

因此
,

对 日迭代初值的假设比直接猜测自由

面形状要方便
、

合理
,

误差也应小些

计算量较小
。

在变换平面上求解
,

自由边界在这一平面对应边界上的 分布已知
,

这可

避免在⑧平面上求解方式必须依据预先给定的自由面形状
,

计算相对应 的迭代过程
,

而其余计

算量基本相同
。

鉴于上述原因
,

作者建议采用第止种求解方式
,

即应用该数学模型时
,

优先考虑在变换平面

上求解



之

水 动 力 学 研 究 与 进 展 马。 年第 期

有关进一步分析
,

应用该模型数值离散和计算方法及数值验证等
,

作者将在本研究工作的第
亚部分—

‘

数值方法
”

一文 , ’“ ’中发表

本文得到宋或浙教授的大力支持和指导
,

谨表谢意

附录 式 的推导过程

据平面间点与点的对应关系
,

尤其是堰底拐点 对应。平面 几。 和下游无穷远点 对应必

平面 或上半平面原点 处有角度突变 上游无 穷 远点 在上半平面被指定为无穷远点
,

因此

在 一 变换中包含该点的因子将不再出现
,

由式《

兀 二 「 了 冬 一
止匕二 抽, 二二 一嵘 , 了 。 , , 。 价 , ·书卜 , 一 于 办、一 产 , 皿

, 一 一 万 一

一 住 【一 一 下
一 一 「一

“ ,
丫

士
‘ 一干

· 一干
。 ‘日

, 一‘·卜一‘
· 。卜 ’

’‘· 一资
’ 一

干 ”‘日 ·

利用 。 一‘债
,

一导
二 ,

式为
“

婴
一

要
。

「
一 。 , 一 。一于

’ 一

令
屯 “

十

少
·

一贪
一

扔。
一

为
。
卜

一

护
一

于
‘

邓

据对数复函数性质 二 ,

由式
,

对下自由面边界任一点 , 平面对应
,

其角度为 氏
,

应有下式存在

华
一
票

。 。
「
一 。 一 。一于 ” 、

一

于
‘ 。

口 一

·

乙,· 卜一于

一
于 。 , 日 · “,· ,一二

’‘

一

介 一和
, 十 一

和 , 你 毋

一

于
‘ 二 日

一 ·

朴
一 。 、 一

一

于
, 一

干“

十

【
’‘ ,。 一

。一干
· , 、 。一于 。 一‘。一 「

’‘’ 一 。一 , 十 一

千
’
。〕

·

。

一 ,二 。

口

将 一 。一千、

代入 式得

。一干 ”卜 一 。一手
‘ , 。 一 。一于‘卜

, , ,

一一犷一
口

声 丈
弓

北 一 一
·

了均 ‘
一 ’产

, ·

【
一 ‘ 一 一

千“
, 。

一
, ,

犷
‘· ,‘一千
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