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平面应力裂纹问题的高阶渐近场

李 松 涛 王 自强
中国科学院力学研究所 , 北京

摘 要

本文对平面应力 型裂纹问题高阶渐近场
,

进行 了严格的数学分析 证实了二

阶渐近场不是含有独立常数的高阶本征场
,

而必须与一阶渐近场的弹性应变项相匹

配 二阶渐近场对裂纹前方的应力场的影响很小 裂纹前方应力场由 奇性场

表征
,

因而 积分单参数准则可以作为平面应力问题的起裂准则
。

关健词 平面应力
,

高阶渐近场
,

积分
,

弹塑性

一
、

引 言
【‘· ” ,

和 提出了著名的 奇性场以来
,

人们对 积分作
为单参数断裂准则寄予很大希望 闻 和 月即 发展的 积分表征了 奇性场

强度 为此
,

和 ’ 建议单参数 积分作为裂纹起始扩展准则

为了确保 积分能够作为裂纹起始扩展的单参数准则
,

必须证实 奇性场的控制区

域大于断裂过程区

和 比 口 研究了平面应力
、

小范围屈服问题
,

设想在裂纹顶端附近的一个

小圆上给定了 奇性场 因 采用类似的方法研究了复合型裂纹问题

对平面应力含裂纹薄板试祥进行了有限元计算
,

并与实脸结果进行了比 较
,

和 「‘ 对铝合金材料含中心裂纹薄板进行了有限元计算
,

得到的结果

与实验符合得很好 庄韬【” ’对不司几何类型的含裂纹合金钢试样进行了弹塑性应力应变有限

元分析 证实平面应力条件下
,

裂纹尖端的应力应变场由 场控制
,

他的有限元计算结

果与 奇性场比较是用对数坐标表示的
。

和 “ ’‘ 对幂硬化材料平面应力 型裂纹间题进行了精细的弹塑性有

限元计算 结果表明
,

裂纹前方应力应变场与 奇性场一致

文献〔 给出了平面应力 型裂纹问题弹塑性有限元全场解 计算分别对三种不同的含

裂纹试样几何进行的 通过精细的比较
,

证实当 矛风 了 时
,

裂纹前方的应力场与

奇性场符合得很好 试样几何的影响可忽略不计

在渐近意义上
,

奇性场只是一阶近似
,

不能完全描述几何构形的影响 文献
,

对
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平面应变 型问题进行了高阶渐近场分析 导出了二阶渐近场
,

借助于两个幅值系数互和 毛的

作用
,

可以对不同几何构形的影响加以恰当的描述 由此
,

对双参数断裂判定提供理论依据

本文对平面应力 型裂纹问题高阶渐近场进行了严格的数学分析
。

证实二阶渐近场不是

独立的本征场
,

它必须与一阶场的弹性应变项相匹配
,

其应力奇性强度为 ’
, 勺

二阶场的幅值系数 及只依赖于一阶场
。

二阶场对裂纹前方应力场贡献很小
。

, 一
。

二
、

二阶渐近场的控制方程

对平面问题
,

取 。 坐标系 面歹
,

坐标原点位于裂纹顶端

方向
,

相应的极坐标为 于
,

的
,

如图 所示

引人下列无量纲量

牙轴正向沿裂纹延伸线

’

遗
“

一 毋 几乙’
, 价 , 民汀几

,

, 。。 ,

民 氏二
, 护 刁乙

,

丁

其中 历
,

民 , ,

助
, 厉‘和 矛分别为有量纲的应力函数

、

应

力分量
、

应变分量
、

位移分量和距坐标原点的径向距

一
川

图 裂纹顶端坐标系
离 风 为材料的屈服强度

, 。等于 风 云
,

云为杨氏模

量 乙为特征长度
,

可取为裂纹长度
,

结构特征尺寸
,

韧带宽度等 本文取 乙 爪行
。 它表征

塑性区大小
,

因此外载水平可以用 于风厅 一 刁乙 来表示
, 云为韧带宽度

,

为带量纲的 积

分

引进无量纲应力函数 币
,

平衡方程自动得到满足 应力分量为

一十
‘
’

去
, 二

巾 ,, ,

一‘上
价
·

’,

式中 ’一李 ,’ ’一县
口

应力偏量为 对平面应力问题
。

鱼 了 心 、
。 — — 、 甘

,

— —
, ,

几 、

丁 几内 一 二 】
,

一
、 ‘

等效应力为

讨 必 妈 一
。 灯。

考虑 ‘ 一 。。 材料
,

其单轴拉伸应力应变关系为
￡ 口 十 口 ,

其中 , 为硬化指数
,

为材料常数
。

应变分量可表示为
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’ 几 一 勺 , 甲丁 丐
一

’

, 一 、一
。十
备、

一 , ,

‘

一
‘ ·

,一 号
·“ 一‘⋯

应变位移关系为

,

一
, , 生 , 生 , , ,

犷

护

了 —“
二 场一 二

,

一
·

由此得到应变协调方程
一

,

’丫 粤
。二
一 上

。 一粤仁
。二。

丫一 。
一

设在裂纹顶端附近
,

应力函数 价具有如下的渐近展开形式

币 ￡, , 口 ‘ , 日 ,

则有

其中

价

“ ”一
口

‘ ,

氏 , 厅 ,

尺 ‘ ,
子。, 口 十

,于。 ,

, ‘ 矛 日 十
,分 。 ,

户 一 ‘
’

呸 卜兰
堵 一 ,

十
, 。 一 蔺

。

犯
”

‘叮的

二
‘

十
,

, , 一 二

将上式代人 式并保留展开式的前两项
,

则

心一 青
‘ 于忿 刀 △ ,厅 ,

其中

武 厅矛 厅 一 厅
,厅。 十 矛子。 ,

‘ , ” 一 ‘ 沂 沂。一合
“ 沂。 “ 沂 , 十 ,‘币诊

, 。 ,

△ 一 一
, 刀一 产

,

对 式作同样的处理
,

可得
‘

艺一
二口

尺 , ‘ ‘ , , △ 若丁 ,

, ‘ , 若含十 刀
,‘昌 ,

尺 ‘ 芭华。 十 刀 △ 百算。
,

其中

若,

几石了,

,

一 丙
,

岛 一 好
护’

, 分 ,
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鲜 一 氏 一 所
,

郎 一 知 一 听
,

鲜 一 乞

另有
若了一 。

, ‘ ‘了 刀 ▲ 百了 ,

。霉一 。 尹
’ 若 刀 , △ ‘雪

,

盯。 。 行 ‘ 芭犷, , , △ 盯动
,

其中
,

一

号
, 一叹

,

一
导

, 一‘ 。 ,

‘乳一号
‘“一‘

一

号“
一 ’【斗 一

‘ ,‘又 ,
,

, , 、

一 了 二
一 ’

知 十 吸
”一 月 “ ,

一 李,二一‘ 。
, 。 , 一 。

, 。,

艺

又 子几
。

将 和 幻式代人 式
,

保留前三项
,

则应变协调方程可写成
犬

‘ 一 犷 犬 ”
, △ 一 , 犷十 犬

, , 一 , 丫 ,

其中
百犷

‘ ’

一 , ‘犷一 , , ‘
‘ 。 。 ‘ ,

丁 若犷
‘ ’

一 宫了一
,

十 ‘从
’ , ‘急

,

一

若几
’ ‘

一 。 △ 盯 一 , △ 乙 又‘厂。
’

。 △ 。 △ 若
。

方程 中
,

奇性最高的项为 ,‘ ,一 ,

片
,

因此有

一
,

这就是 奇性场的控制方程比气

裂纹面面力自由条件为 勺 , , 二 , , , 。 由 式
,

可得
二 , , 二 二 二

对于 型问题
,

对称性条件要求

一
‘ ’ , 尸 一

’

一
。

为求得非平凡解
,

还需补充一个条件 本文取 结合条件 和
,

求

解 式得到 奇性场
,

其本征值为

凡 一 工
称 十

现在考察二阶渐近场
,

先设想方程 中的第二项奇性高于第三项
,

应变项的影响可以忽咯
。

因此
,

有
月占一 △ 一 一

此时一阶场的弹性
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或
△ 一 。 一 一 丝 》

二阶场的控制方程为 衬
,

也就是

‘犷
’

一
。 ,

十 △ 若犷一 。 △ ‘犷。

, △ , , △ 芭君

这是线性齐次四阶常微分方程 为了求得非平凡解
,

也需要一个补充条件
·

方程 与边界条件 和 构成了本征值 ’题

如果该本征值问题
,

找不到满足约束条件 的本征值 △
,

此时一阶场弹性应变项的
·

贡献不能忽略
,

二阶渐近场必须与一阶场弹性项相匹配
,

才能使协调方程在二阶近似意义上得
以成立

。

所以方程 的第二
、

三项具有相同的奇性
,

称 一 △ 一 一
,

△ 一 二二卫
” 十

由此得到二阶场的控制方程为
, ,

十

—
了万

刀 一 二

这是四阶线性非齐次常微分方程
,

其中可取为任意常数
,

不妨取
, 一 ’ , 天 一 , ,

则得到如下控制方程

犷 一
,

具体的可写为
若犷

‘ ’

一 。 , △ 若厂一 。 △ 若犷。

又。 △ 二 △ 若二

一 群 ”一 ‘了一 套了,
’

‘备

三
、

二阶渐近场的求解

先讨论特征方程 的求解 此时特征值需要满足约束条件

。 △ 纽二些
, ’

对于纯 型问题
,

边界条件归结为

二 一 二” 一 ,

二 一 二

方程 是关 于未知函数 灼 的线性齐次变系数常微分方程
。

考察两组特解
,

分别满足下述条件

尸 一
,

二
’ ,

石 一
,

‘

一

同时
,

这两组特解均满足条件
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利用
,

式
,

我们通过精度可控制的自动变步长四阶 。一 法
,

‘

,

得到第一组特解 吕, 口

类似的可求得第二组特解 科叹 满足条件 式的方程 的通解可写为

日 , 口 。 梦匀 日

为了满足边界条件 必有

积分方程

仁
。 , 。 盏为 , 一

,

” ’ , 幻 ’ , 。

钱性齐次代数方程 有非零解
,

几 的充要条件是下述行列式为零

△ 跳 , 科守 , 一 玛 , 玛护 ,

显然行列式 △是 △
,

的函数
,

调节 △ 使行列式 △为零即可求得特征值 △ 及相应的特

征函数
。

在 ” △林戴
的范围内

,

寻找使“ 为零的特征值 △ 对不同的材料幂硬化指数

, ,

进行了精细的求解尝试 积分方程 时
,

控制精度
一‘ ,

均未找到特征值 △又 这表明

与一阶场弹性应变项相独立的二阶渐近场并不存在

为此
,

我们寻找方程 的解 方程 是线性非齐次常微分方程
,

其右端项便是非

齐次项
,

该项代表一阶场弹性应变项对应变协调方程的贡献 我们先寻找满足方程 的

特解 凡 日 该特解满足齐次初始值条件

二
’

二
’ ‘

注意到 式
,

满足方程 及初值条件 的通解为
。 , 口 。 ” 口 , 口 ,

式中 。
,

为待定系数 为了满足边界条件
,

我们有

“

‘

, , 匀 二 一 , 二 ,

尸 ‘ ,

”, 。 ”’ , 一尸 。, ’ ,

由于线性代数方程 的系数行列式 △不为零
,

因此
,

方程 有唯一解答
, 处 这里

要强调的是对应于方程 有

△ 一 竺二生
月

图 画出了两个典型的计算结果 从图 不难看出
,

平面应力的二阶渐近场
,

与一阶渐近

场相仿的是径向应力 吼 的角分布函数 为 的 存在着一个急剧变化的区域 这个区域与一阶

渐近场的急剧变化区域是一致的 通过这个急剧变化区域 氏 由正值转为负值 材料的硬化

指数越高
,

急剧变化程度越强烈
。

考察裂纹前方的法向正应力分布 我们有
、

心
, 厅。 刀 ,厅。

参照 山 李尧臣和王自强【
,

塑性应力强度因子 与无量纲 积分之间的关

系为
。 犷‘ 或 。 不下

, 斗

为积分模量
,

它只是 。 的函数
。
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冲
、、、、、

八厂
一

、,
·

之
、

,,,,,,

二二函 口 , 口

训训︸、

一 份

一
一
一

一
一

八

仪

八

卒扮
、、

⋯匕
了

、、一
·

沪广一
,

沪沪

一

的助
一

·

图 裂纹尖端二阶渐近场应力分布
一 , 。 一

一
厅 ,

—
厅 ,

一
万

, ,

一
厅
。 ,

, 一
“

仁共
。 , 〔。,

,

一 。 。 一 ‘
·‘ ”

一 ‘行

。 , 厅 泣 , 矛 花 韶

表
,

和
二

计算结果

污污污 。 。

一
。

,, 一

。

,,
。

行行
, 。

一 又 一

。 。

。 。

。 。

刃刃刃
。 。

二
二二 ‘

一一

有量纲的 积分了可表示为

本文特征长度 乙一 入 风
,

因此有

代人 勺式得

了 风氏乙
,

一 ‘。 ,

二

氏 下 ,
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进而由 式得 , 一 上 比 号
, 尺 一 ,

表 列出了若干量的计算结果 计算是针对 。
, 氏 。 的情况进行的

。

在裂纹顶端区域附近
,

我们考察区间

矛 厅。 ,

也就是 》

由 式看出
,

二阶场对于裂纹前方应力分布的贡献与一阶场对于裂纹前方应力分布的贡

献的相对比值为
。

一
, ,

号
, 。 , 。、 一

在 式确定的区间内
,

比值 的最大值为 阮 其数值已列于表
。

从表 不难看
出

,

二阶渐近场的贡献可以忽略不计
,

也就是说本文的高阶渐近场分析表明
,

对于平面应力状
态

,

一阶渐近场确实控制了裂纹前方区域的应力场
。

精细的有限元全场分析表明
,

当 子内厅 时
,

裂纹前方的应力场与 奇性
场符合得很好

,

试样几何的影响可忽略 不计 这些是与本文的分析完全一致的

四
、

结 论

本文对平面应力 型裂纹问题的高阶渐近场进行了严格的数学分析
,

表明二阶渐近场

不是独立的本征场而必须与一阶渐近场的弹性应变项相匹配 二阶渐近场对裂纹前方的应力

场的影响很小 裂纹前方的应力场与 奇性场一致
。

因而单参数 积分可以表征裂纹顶

端附近的应力应变场

奇性场控制区域可以用 积分表征 矛 风

在这个区域内
,

裂纹前方延伸线上的应力应变场可以用 奇性场准确地表征
。

在这

个区域之外
,

有限元计算得到的应力场逐渐偏离 奇性场
。
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