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摘 要

本文主要介绍解不可压纳维尔一斯托克斯方程的新方法 积分单元法
,

并用该方法计

算 了后 台阶绕流问题 结果表明
,

积分单元法是计算后 台阶烧流的一种较好的方法

关链词 积分单元法 后 台阶绕流 迎风播值 计葬流体力学

引 言

,创刁刁司,,月

常用的解纳维尔一斯托克斯方程的数值方法是有限差分法和有限元素法 在生态系统分

析中采用单元分析 。 图 来模拟进化过程
,

该过程由没有空间导数的微分

方程所描述 有限差分法比较简单
,

有限元素法适用于处理复杂的曲线边界和 自然边界条件

单元分析中单元的形状和大小是任意的
,

因此不仅在离散区域上而且在更精确地代表复杂几

何形体上都有很大的灵活性

年美国的 提出了积分单元法
,

该方法是研究地下水和多孔介质传热向题

时常用的积分有限差分方法的推广
,

而且集中了有限差分法
、

有限元素法和单元分析这三种方

法的优点 在积分有限差分法中仅仅用了散度定理
,

而积分单元法用了向量的三个积分定理

其原因在于不可压纳维尔一斯托克斯方程不能仅用某些量的散度来表示
,

但可用因变量的梯

度
、

散度和旋度来表示

积分单元法的基本步骤是 一 把所研究的区域离散成许多单元
,

二 对每一单元运用向

量的三个积分定理
,

把体积分变为面积分
,

三 利用简单的插值法以因变量在单元上的值来表

示界面上的值
,

从而使间题可以求解 将这些步骤用于不可压纳维尔一斯托克斯方程可得到求

解压力场和速度场的有条件稳定和收敛的计算方法
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积分单元法

区域离散化

把所研究的区域分为形状大小均任意的许多子区域
,

一个子区域叫做一个单元 单元的质

心定义为代表此单元的节点 具有公共界面的两

个单元称为相邻单元 相邻单元所对应的两节点

之间的连线叫做节点连线 节点连线的特征由其

两端的端点
、

节点间的界面
、

界面的单位法向量的

方向余弦以及两节点各自到界面的距离来表达

而单元的特征由其体积以及代表它的节点的序号

来表示 有了这些定义以后就能进行区域的离散

化 如图 所示的区域分为五个单元 节点 ①一

⑤
,

其间有六条内节点连线 界面 一 为处理

问题方便起见
,

可设想边界由七个边界单元 节

点 ⑥一 ⑩组成
,

因而有七条边界单元节点与内

节点之间的节点连线 一 边界单元节点到边

界的距离为零
,

即边界单元节点刚好位于边界上
,

而边界单元的体积为零

积分表达式

积分单元法的关键在于把微分方程写成某些量的梯度
、

散度和旋度的组合
,

然后应用下述

三个向量积分定理
,

把任一物理量在此单元上的体积分化为在此单元界面上的面积分 这三个

定理为

丁
‘。 一

丁蕊
尸己

分
·

分
·

冲尸

一一甲
尸‘、

,压
分书刀产

一一
份

甲

月‘

其中 和 分别为标量函数和向量函数
,

是单元中的体积元素
,

是单元界面上的面积元

素
,

而 , 是单元界面的外法线单位向量 上面三个式子中的右边部分可近似表示为

书
‘, ‘ , ‘,

,一、﹄任
分
儿 公匕

月
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,一,盯、一、︸
神

· 二昌
弓 弓
兀‘, · ‘, ,

弓 升
泥 , ‘, ‘,

、

一
,‘

丁育
又 若“ 、

其下标 ‘, 表示该量是在单元 ‘和单元 夕的界面上赋覆
,

而
‘

是所有与单元 ‘相邻的单元所构

成的集合 应该强调一下
,

式 一 中的求和是对包围单元 乞的所有界面进行的
弓

从式 一 可知
,

和 的守恒性是很 自然的结果 此外
,

运用式 一 三个积分定

理于空间导数可使单元节点上的求 滩 阶导数的近似值间题化为求界面上的 卜 阶导数的近

似值问题

界面值的插值法

方程州 一 中有界面值
,

因此为使方程可以求解
,

必须提出用单元节点值来表示界面值

的插值方法 积分单元法成败的关键在于能否选用适当的插值方法
,

因为插值方法与数值解的

稳定性密切相关 插值方法很多
,

最简单的是线性插值
尸 , , , ‘ ‘ ,

其中 尸
‘ 、 , 分别为 在单元 和 的节点上的值

, ‘

和
,

分别为自节点 ‘和 到界面 心的垂直

距离
,

以后我们令
‘, ‘ , ·

如果动量方程中对流项是主项
,

则线性插值可能导致不稳定的解
,

因此对流项要采用迎风

插值法
、,声、少八荞︺了‘了、

神 升 书
刀 , · , ‘,

弓 分 琦
、, · , ‘,

分 书 书 弓 弓
砚 , ‘, , , , ,

分 琦 曰 弓 琦
, · , , , , 叮 · 。

积分单元法解不可压纳维尔一斯托克斯方程

为了应用积分单元法
,

把不可压纳维尔一斯托克斯方程写成如下形式
竹

分

即 书 弓

丽 一 甲 必 一

其中

、‘,,,旧口
必

月

一

尹 户 夕

弓弓

分 书 分

甲 一 。

弓 分

甲
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或

其中

分 弓

一 守 。

分 峥
。

书

一 甲
·

定义速度散度为

上面式中
, 尹为压力

,

为速度向量
, , 为运动粘性

,

为流体密度
,

为重力加速度
,

为时间
,

为垂直坐标
, 必为总位势 等于压力势与重力势之和

,

为对流加速度
,

为粘性力
,

为速度的

分

旋度
,

为速度的散度 上面七个方程包含七个未知数 尹
、 、 、 。和

弓

现在把积分单元法用于上述方程
,

为避免联立求解总位势 必和速度
,

采用分裂法
,

因此

确 冲

由 , 时的
‘· , 、刃‘

· ,

求 ‘时的 刀‘
· ” 、刀‘

· ”的步骤如下

对 式应用向量积分定理 及
,

整理后得
分

会
, , ‘ 一 之奋 忍。

·

驴

由上式求 耐 时的散度场

同样可得到

寸
‘ 、 又 , ‘ 曰

月厂 卜 一 ‘“ 刀心

〔 ‘

神 弓
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。厂 丫 ‘ 匕曰 火 ‘, 入 兮
,

由上面式子求

由

‘时的对流力。速度场丈。
》,

粘性力场若。和涡量场 。尸

习 。 ,
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卜 习 育
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分

求 。 时的速度场 酬叶 ”

由
必‘
· ” 夕‘“ ‘’ 户 夕“

求 时的 ,‘
· ,

如果对流项用 式表示
,

则稳定性条件为

山一十簇 夕 ‘ 和 血 簇 鬓‘

。

凸吕 女卜

—
一

饰

其中山是最小特征单元尺寸 单元尺寸由单元体积除以界面面积而得
,

为平均最大速度
,

价

为平均最大速度梯度 上面两式中的 。
, 、

劣
、

和 是由于对流项用迎风插值所引起的 如果
甲 ’ 一 切 尸 、 ’尸

一
『一

产、 ‘ 曰 一
、 、 一 ” 一 囚

’ “ 乃 ’

一
’

“ 囚 尽 ’ , ’ 曰 ’产曰 引 、

采用线性插值
,

这些项就等于零 因此如对流项用 表示时
,

迎风插值很重要 如不用迎风插

值
,

在 , 很小时
,

为满足稳定性条件
,

时间步长和单元尺寸要取得非常小

关于积分单元法的边界条件
,

可将方程 用于边界单元
,

再结合物理上的边界条件
,

就

能求出边界处的速度和总位势 例如
,

对无滑移刚性壁面
,

可得出
。 , 秒 , 一 , 切 ,

分 分
必 , 巾 , , · 。

其中下标 。表示边界值
,

下标 , 表示在单元 , 上的值
,

单元 , 有一条边与边界重合
,

丈是边界的

单位法向量
,

对于流体来说它指向外部
,

而是从节点 到边界的垂直距离 其他边界情况也可

用同样方法导出

后台阶绕流问题

现在我们用积分单元法计算图 所示的后台阶绕流间题
,

入 口速度为 。。
,

台阶高
,

不计

重力势
,

计算区域如图 首先将方程式 一式 无量纲化
,

速度和坐标分别用
。。和 来

无量纲化
,

无量纲化后的方程几乎与方程式 一 完全相同
,

唯一差别是原方程中的
, 变

为
,

其中 凡一
。 认

我们取 个正方形单元
,

单元边长为
,

时间步长 水 边界条件见图

时内点的
, 。 , 必均取为零 物理上相应于初始时刻计算区域中流体处于静止状态

,

入 口处保

持 。二
, 。一 的条件 这样

,

把定常绕流问题转化为非定常绕流问题来解
,

非定常绕流问题解

在 很大时的极限为定常绕流解 计算中每推进一个时间步长
,

要解一次 必 的线性代数方程
,

我们采用松驰法解此方程 当旧淤
, 一参

· 一 时就认为已达到定常解 计算对流项用迎风

插值法
,

因此有人工粘性

我们计算了 一
, , ‘

这几种情况 图
一

均为流函数图
,

其中 二 卿
,

功为流函数

图 一 所列曲线均为各 肠 数的定常绕流的流函数分布
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积分单元法的计算速度比有限差分方法要慢
,

但比有限元素方法要快 积分单元和差分方

法中的网格的含义相似
,

所以一般讲来积分单元小一些为好
,

可以增加数值解的精度
,

但积分

单元太小的话
,

要增加许多工作量
,

减慢计算速度 插值方法与数值解的稳定性密切相关
,

所以

必须选用适当的插值方法
,

以保证数值解的稳定性
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