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摘 要 本文提出差分格式的摄动方法
,

对二阶指数型格式中对流系数和源项作二阶

修正
,

推演出对流扩散方程的四阶指数型格式 该四阶格式的基本结构与二阶指数型格式

完全相同
,

且其系数或源项中所含二阶修正可根据二阶格式计算结果一次性确定
,

使得计

算十分简便 一至三维的四阶指数型格式均具有无条件稳定性
,

用于 方程等流体

力学模型问题
,

且与常用格式进行了比较
,

显示出良好的糟度
,

并能较好地适应大梯度

区域

关键词 流体力学 对流扩散方程 差分格式

一
、

引 言

流动现象中流体速度
、

温度和组份的变化均遵循对流扩散方程 对流扩散方程有限差分

方法的一个基本困难
,

即是源于一阶对流项的所谓迎风效应 ‘”
。

中心差分格式具有二阶精

度
,

却因此迎风效应
,

只在很小的网格特征参数下才能稳定
。

迎风差分格式具有无条件稳定

性
,

却因过份极端地反映迎风效应
,

只有一阶的精度
。

要兼顾稳定性和精度
,

可诉诸指数型

格式
。

文献 提出迎风变换
,

原则 上消除了源于对流项的困难
,

导出一种形式最为简便的

具有二阶精度和无条件稳定性的指数型格式
。

本文拟对差分算子进行适当摄动
,

将该二阶指

数型格式的精度改进至四阶
,

并应用于具有准确解的一
、

二
、

三维流体力学模型问题
。
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图 离散子域 。
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与通常定义稍有差别
,

先作说明

二
、

一维格式

按照文献【
,

定常一维对流扩散方程

、尹、产‘皿,‘了、、

, , 、

一 , ,

匆 子价 。

‘ 气甲 一 ‘月 一 一 一万一犷
“工 一

的基本差分格式确定为

, 二卜令二
一 , 。 , ,

景一
, , , 。一

带二
‘通。” , 一

基本格式 所对应矩阵是对角占优的
,

所以格式具有无条件稳定性 ‘’, 格式体现出迎

风效应
,

上游的关联系数总是大于下游的关联系数
,

且当 值大至某一程度时
,

下游系

数相对很小
,

可认为不存在下游影响 依照 级数展开
,

格式的等价微分方程为

价一一
月“, 二 ,

粤

八一’一引
。 , , ,

匆
, ,

子价 矛价
宁 乙 气一 二代一 月

—
个 , 丁 , 丁叮一 了里 丁 一

—
月 一气尸气尸 宁

义 ‘ 工

‘

可见基本格式具有二阶精度
。

等价方程 中的二阶项不甚复杂
,

我们期望对基本格式 作简单的修正
,

使格式的

精度提高至四阶 由于式 与原对流扩散方程只有二阶小量之差
,

兹设四阶格式与二阶格

式 形式相同
,

只是对流系数和源项有二阶增量

, 二 一专 卜
, ‘

中 下
“ ·。 中。 责二

‘’一人”

、了、少、夕、︸
︸‘、了、了、

其中
声

九△

凡 △

其相应等价微分方程为

中 矛毋
‘ 戏

—
一 一丁’ 义 中

‘

, , , , , 中
月

矛中
一‘ , ‘ 、一

了
”

目

丽
一 , 万厄了”

‘

不了 一了
矿伞

—
寸
甲

—令
,‘ ‘“‘ , ‘”

格式既有四阶精度
,

等价方程 中二阶小量之和就该为 口 尸
,

故须有

尸三竺
,

口工

▲ 。 , , , , , 职
‘ ,

矛伞
一 宁 ‘ 气一 二吮

—
十 月代 , , 一人 弋 二

口义
‘

价

一

—
戏 一 了 气尸 十

—以工 令
, ”
’ “‘六‘

为推得 △ 和 △ 的具体表达式
,

由式 及其微商
,

有

业
一 ,

业
一 、 、

‘
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票
一 。卑

一 、 月 、

业
一 , 一

竺
, 口。

口工 口

业
一 、 , 、 ,

竺
口义 , 硬之〕

通

— 粤
一

山

塑 ,
一

以义

一夕
﹄

了一动
一一

一 ,

丝
一

华
、

‘

代人式
,

有

月 矛 口

, 一

育
“

云
十

示 公
, , 、

以
二 △ 十 一 二‘ 十 二二二 二‘ 刁 二二乙

一 ‘ 一 义

因此
口月 矿月

△ 二一
,

二二二‘ 一

今丢 、
咨

一
’ 一 ‘

△ 一 上 矛 ,

竺
一月
丝
十 上 迎

‘
“ 一 一

工 石
‘

离散形式可用二阶逼近的中心差分来确定

。 , 、

△ 。

份一 ‘二卫 ,

一
,

一
,

一 。 ,

‘ 、 ’

△、一音‘「、令
‘ 一 。

, 一

金
一

一 、卜命
】一 十 又

于是
,

我们完整地确定 了一维四 阶格式
。

四 阶格式 与二阶格式 具有完全相 同的

形式
,

只是对流系数和源项带上二阶修正
。

基于 下面的理由
,

此类二阶修正可据 二阶指数型

格式计算结果一次性确定

设对流扩散方程有准确解
,

二阶格式 的解为 “ ‘ , ,

四阶格式 的解为 ‘ , 。 由于

二阶格式和四阶格式中的关联系数皆为正
,

可依 方法证明‘

一 ‘ , , 、
,

。 一 ,

一 “ 、
,

。 。一 ‘

从而
‘, 一 “ 二 。。毛 一 ‘, , 。 。‘ 一 “ 。

,

。 , 一 ,

在二阶修正中以二阶格式计算结果取代四阶近似
,

只会产生四阶或四阶以上的小量
,

不会影

响格式的四阶相容性
。

本文确定四阶格式的计算方程式为 先以基本二阶格式计算
,

达到收敛后
,

依 二阶结果

据式
、

一次性确定对流系数及源项的修正值
,

再循式 作四 阶计算
。

由于 四阶格

式的结构与二阶格式完全相同
,

仅有的修正值亦在格式从二阶转换成四阶时一劳永逸地确定
,

四阶格式的计算十分简便
。

三
、

二维格式

二维定常对流扩散方程
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, 二 ,

粤
,

粤
一

票毋
,

中

宁

一即
有无条件稳定的二阶指数型格式 其中

、

为
、

方向网格尺度

, 二 一弃
。 一 , , , 一

去
。 一 。 、 ,

一 凡

一
。”卜去

。 玩 , 。

一

共
。 , 。 , , 一

共
。 、 , 一

一

其等价微分方程为

, 二 ,
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、
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刁中
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命
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毋
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—
州

一
刁
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即
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安
,
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。

·
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·
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‘
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‘

’

我们期望对基本格式 中对流系数及源项作二阶修正
,

以消除等价方程 中的二

阶项
。

设

, 三
一

去二
一 , 。 ” , 一

告二
一 ·。 , ,

景
。 ‘ , 。 ” ,

去
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格式 的等价微分方程为
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欲求四阶精度
,
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—刀
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△,
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,

由式 及其微商
,

有
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器
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十
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一 ,

器
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〕、

“凡一音“ 器
, 一
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, ,‘
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故有
△, 一

青 器 令
一

。 ,

一

青‘
,

器 争
, ‘“

△、
, 一

含【
, ,

器
一 ,

器 合器 卜
。
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一

。一 ,

器
十

合令 卜
口 ,

△,
, 一

会【
,

器
一

器 合器卜
“ ,

△, 一含‘
,

器
, 一

器 合等卜
‘“

其中源项修正 △又
、

△凡
,

与对流扩散方程源项有关
,

和一维格式相对应 而 ▲又
‘ 、 △ 系 由

空间维度的相互作用引发
,

一维格式
,

缺此相应项 目
。

各增量的离散形式可用 二阶精度的 中

心差分来表示
。

— 一
《 一

,

“ 令
‘, 一 “

。 “ ”

青 令

含‘

会‘「

音【
,

, 一 。

卜音
二 , 。

,

。

月 , 一 】 一寸
‘一 十命

‘
】一 , 凡 , , “ ,

。。一 卜命
。, 一 。

乓

护一犷,‘一

一 。一

刀 一 一 又一又 又一

丸一风一一一

扮给
△△△△△

△凡 言 孟 借 厂 于井 式 一凡
乙

凡一 凡

其中各点处
、

离散值系据一维指数型格式定出
。

由多维相互作用所引起源项增量的形式

较为繁杂
,

我们将其合并为以下形式

△凡二 △又
·

’十 △ ‘
·

犷 一 艺
、

叭

其中各系数为

令一 ‘
“ 。人’ 。

。

丘

二 一 。“卜 令一
、

, ‘一 , 一 令
, ,

‘ , 一 令 ‘ ,
,

一一一一
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二

丘 二
。 一

令一
, ,

二 ‘一 “ , 一

令二
一 , 。二 丑止

矿

二 卫乙
矿

, 。 二 、 、
‘ 又一 刀 托 宁 二犷 七 戏 ,

。 、卜令
、卜令

,

一 。一犷一一内已

一

命‘。 十
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一
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,
, 一

子
一

命丸
”

, 一

命
十

命
“ 。 ”

, 一

子
一

十
。。“

一

佘 于
。

至此
,

我们完整地给出了二维四阶格式的全部细节
。

与一维同理
,

二维四阶格式中的二

阶修正可由二阶指数型格式计算结果一次性确定
,

不必在四阶格式求解过程中逐步调整
。

由

于网格点
、 、 、

只在确定源项增量时涉及到
,

并不直接出现于基本格式 中
,

我们逐点联

之以虚线
,

以与
、 、 、 、

诸基本网格点相区别
。

对于对流系数及源项均为零
,

且 二 的特例
,

四阶格式 成为

华。 甲 , 毋 , 价 势 中 中 , 甲

这就是我们所熟知的九点式 方程差分格式

四
、

三维格式

定常三维对流扩散方程

, 二 ,

李
,

粤
。

李
一

典少 刀工

刁沪 沪

—
叫

—即

的指数型格式可由与二维处理相仿的步骤来推演
,

具体推导从略
。

离散网格点的分划仍可参

照图
,

其中
、

夕方向指标
、

与 二维相对应
,

而 方向指标为 方 向指标等于 十 的

网格面上取
十 、 、 、 、 、 十 、

五点
,

方 向指标等于 一 的网格面上取
、 、 二 、

、

五点
,

分别与
、 、 、 、

五点相对应
。 、 、

方 向网格长度分别为
、 、 ,

且具同
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一量级
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一引

,‘一日︸
,月
一

一一

, , 了下
件 里

, 气几一
件

,
,

—

命

贵
对于 一 及 的特殊情况

,

格式 成为

中。 毋 。 毋 中 中 甲。十 毋。一 甲 中 争 甲 伞 , 、 中

毋 、 中 职 , 一 中 一 中 一 甲 一

即是三维 方程的高阶格式

五
、

流体力学模型方程计算

本文就一
、

二
、

三维格式
,

各择一流体力学模型方程进行计算
,

并与精确解及通常格式

中心差分与迎风差分 计算结果进行对比

各例所得代数方程组均以欠松弛法迭代求解
。

欠松驰形式为

甲 ‘ ’ 价 ‘ 又 中 ‘ ’ 一 价 ‘

其中欠松驰系数 又取为
,

而 表示第 次迭代
。

由于本文格式的简单形式
,

多维算例

中作逐项迭代时均可采取三对角追赶法 迭代初值均从零值开始
,

而边界值给定 迭代收敛

准则取作
一 中 ‘ 价 ‘ ’ 一

算例 卜 一维流动模型 方程

定常 只 方程

刁“
“ 了宁 二 一石下

卫飞

刁

具有分析解

矶 一

我们选定其解为
一 一 粤

·

一 】

的情况
,

就区段 进行计算
,

网格点数定为
,

网格长度为
,

数变化范围

为 参考格式由中心差分格式与迎风差分格式综合而成
,

其中对流项 的处理
,

当

时取中心差分
,

否则取迎风差分
。

图 给出四种情况 分别 为
、 、

和

下精确解和计算值的直观对 比
。

图象表明
,

为 时
,

各格式计算结果均与精确解

接近 为 时
,

四阶指数型格式结果与精确解吻合
,

而参考格式 本 数下属 中心差

分 结果在中间 二 左右 大梯度区域有显著误差 。 为 时
,

四阶指数型格式结果

只在中间两个网格点处稍有误差
,

而参考格式的误差要显著得多
,

且误差的区间宽达六个网
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卜 , 左 、 ,

仁

‘ 尺硬一 ,吸

图 盯 方程梢确解 实线 ’ 计算值 点实线表四阶指数型格式 虚线表参考格式 对比

格 当 为 时
,

四阶指数型格式与精确解一致
,

参考格式在 中间 四个网格点上仍有显

著误差
。

我们知道
,

在大的 数下
,

方程的解趋近于激波结构
,

格式的性态反映

其模拟激波的能力
。

在 大于 的情况下
,

计算表明四 阶指数型格式与精确解一致
,

均

在中间一个网格内实现了解值突变
,

而参考格式
,

在 高达 时
,

反映解值在一个网格

内的突变
,

表明指数型格式对于大梯度变化有较好的适应能力
,

有可能推广于气体激波的高

分辨率捕获计算 为了进一步了解四阶指数型格式与通常格式的差别
,

及其对二阶指数型格

式的改进
,

表 给出 。数等于 和 两种情况下的详细数值结果 比较 表中数据显示
,

二阶指数型格式明显优于通常格式
,

而四阶指数型格式又明显优于二阶指数型格式

算例 二维流动模型

方程组
刁 刁
一

育尸 屯丁,
口

刁 刁
爪犷 , 百竺

口 日
一 ‘

—
十 甲州气二 二

口
‘

即
‘

一

日
一 夭一犷 亏污

心工 夕少

一 一

保留了二维不可压流动 一 方程的主要非线性结构
,

其解
,

夕 一
, ,

少
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表 方程计算值
。

对应四阶指教型格式
, ‘

对应二阶指橄型格式
, ‘

对应今考格式

与箱确解
。

对比 。 时参考格式为中心差分格式
, 。二 。时参考格式为迎风差分格式

。。 。。 ‘‘ 。。 。。 。。 ‘‘

。 。

。 。

一 一 一 一
。

一 一 一 一

一 一 一 一 一 一 一 一

一 一 一 一 一 一 一

一 一 一 一 一 一 一 一
一 一 一 一 一 一 一

,

一

满足连续方程
刁 口

— —
二

刁 即

可以作为二维流动的计算模型
。

计算域定为正方 区域 。 簇 二
,

毛 毛 兀
,

网格长度为

川 表 给出两个 位置上的 “ 值分布
,

分析解
、

四阶指数格式解
、

二阶指数格式解和

中心差分格式解依序排列对比
,

表明二阶指数型格式优于中心差分格式
,

而四阶指数型格式

又优于二阶指数型格式
。

对于 , 值分布
,

亦有类似的效果
,

不再列出具体数值

表 二维流动摸型方程计算值
,

对应四阶指救型格式
,

对应

二阶指橄里格式
, ‘

对应中心差分格式 与梢确解 对比

兀兀 兀兀 。。 ,,

一 一
。

一 一
。

一 一 一 一
一 一 一 一

一 一 一 一

一 一 一 一
目 一一

,

。

·· 。 ,

,

算例 三维流动模型

仿照二维情形
,

可构造方程组

加
‘

面 彻
,

护封 护“ 护
、

二“ 了 , 个 言 , 十 或 一 了 , 犷 十 二一二 十 一万甲犷 二 一 ‘ 十 乙
工 ‘少 口 一 口夕

一

丫 加 一 一
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刁

刁刁

即

刁

—艺
云 刁

艺
口

一 花于丁
‘

下了
一

歹 一百二厂

乡
,

口
一 一 肛 一

则 夕 尸 即 一

己
气厂 ,

日

即

刁 刁 刁
十

—
一 砚 二 二 十 , 十

刁
、 ‘ ‘

口

刁
一 〔一

沙 叮 一
’

】

其分析解为
,

夕
, 一

, 。 , 二 艺

, ,

“ 一 即 一
满足连续方程

一一
一
、,一﹃汀︸

·

十
︸”
八乙一产州盯

·

个
“︸
气口一亮

可以作为三维流动的计算模型
。

计算区域定为正方 区域 提 蕊 二
,

夕〔
,

毛 二 ,

网格

长度为 耐
。

计算所得 。分布列示于表
,

与精确值对 比
,

表明指数型格式用 于

三维计算相当准确
,

而其中又以 四阶指数型格式为佳
。

裹 三维流动模型方程计算值
,

对应四阶指数型格式
,

对应

二阶指数型格式 与箱确解 对比

介介 , 兀 兀 二 名 兀

,, ,, 。。 。。 。。

一 一 一
,

一 一 一

一 一 一
, 、

一 一 一

一 一 一
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