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摘 要

谐波增量平衡法在描述非线性力时计及多谐分量
,

是处理强非线性的一个有效方法
。

在本文

中
,

此法被推广于分析局部非线性结构的稳态响应 被分析的结构分解为若干子结构
,

所有非线

性元件均位于子结构的分界面上
。

系统的响应用谐波增 平衡法 倒
旅

,

简称
,

法 结合 快速福里哀变换 技术与状态空间的模态综合法分析之

关键词 非线性振动
,

结构振动
,

模态综合法
,

结构阻尼
,

谐波增量平衡法

一
、

引 言

如果没有足够的阻尼
,

工程结构在动力环境中会由于动应力放大而破坏
。

由于现代

工程结构追求高强度与轻质量
,

如采用焊接整体结构
、

预应力混凝土结构等
,

会导致结构阻

尼减小
,

故采用人工阻尼技术以增大结构阻尼受到了重视
。

粘弹性阻尼层技术有明显的减振

效果
,

但在大型结构上全面采用它是不经济的
。

一个经济的办法是采用阻尼结点
,

因为通常

一个装配结构的阻尼大约有 来源 于它的结点
,

而干摩擦又是结点固有的阻尼特性
,

因而用结点摩擦控制振动近年来颇受工程界重视
。

早在 年代这种技术就被用于压缩机透

平机叶片振动
,

近年来发展到建筑物隔振
。

将摩擦结点布置在结构框架的某些截面
,

或安排

在建筑物底部与基础的分界面上
。

控制摩擦力的大小
,

使这些结点在正常情况下不发生滑

动
,

而在地震力超过一门槛值后发生滑动
,

则由于滑动后结构固有频率的变化与应力重新分

配
,

可以保证主要构件不发生破坏
。

地震谱有一个卓越周期
,

如果结点发生滑动后使建筑物

的自振周期远离这一周期
,

则输入能量就会减少
,

结点发生滑移后
,

干摩擦还会消耗能量
,

使

结构阻尼增大
,

因此引进摩擦结点可以通过反射能量与损耗能量两方面对建筑物进行减振
。

要保证取得良好的减振效果
,

须要对具有摩擦结点的结构进行动力分析
,

优化摩擦元件的参

数
。

由于摩擦结点具有强非线性
,

而结构自由度又十分庞大 对这种系统进行非线性分析是

十分困难的
。

关于摩擦或双线性滞迟系统的分析 已有多年研究历史
,

但大多数是研究单自由

‘ 国家自然科学荃金与香港政府 基金资助项目

本文于 年 月 日收到
。
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度或多自由度体系的单谐波近似解 卜
。

用福里哀级数求解干摩擦系统
,

最早是邓哈陀闭

做的
,

文【 〕【 〕将它推广到计算多自由度体系
,

但局限于分析完全滑动状态
,

文【 〕〔 〕

将文〔 〕〔 〕提出的 法推广到分析干摩擦系统
,

处理了滑移一停滞一滑移的强非线

性状态 文【 〕在分析多自由度线性体系具有一个干摩擦结点时
,

对线性结构采用模态解

非线性方程组的维数为线性结构模态与非线性约束之和 该法先对非线性微分方程组采用

恤 方法
,

对未知量作多谐展开
,

求得一组非线性代数方程组后再用
一

法

一 法 迭代求解
,

并称为 法 应当指出的是 法在与 法在本质上

并无差别
,

只不过是在作谐波分析与用 一 迭代二者的次序上有所颠倒
。

但由于

法先作谐波展开
,

再用 一 法迭代
,

每一迭代均须用差分法求一个维数很大的

阵 , 〕 而 法先将运动微分方程用 一 法展开
,

当非线性函数可用解析式表达时
,

其

展开式可以预先求出 当非线性函数不能用解析式表达时便可用时域 频域转换及

技术 ,
,

即在每一迭代步求得响应的时间函数后
,

用非线性元的本构关系计算非线性时

间函数
,

再用 在频域作谐波展开
,

对增量微分方程在频域求解
,

无须对代数方程组使

用 一 法
,

因此避免了每迭代步计算庞大的 阵的工作量 法的优点是用谐波

分析处理非线性间题
,

对了解结构的频率响应十分便利
,

而且使用了 一 法能处理强非线

性间题
,

但它每迭代步求解方程组的维数是谐波数乘以自由度数
,

故对多 自由度体系而言
,

计算量十分庞大
,

本文用机械阻抗法与 法相结合
,

将被分析的结构分解为线性态方

程组求解
,

因为局部非线性间题非线性元自由度相对于整个结构而言要少得多
,

而线性结构

参数在整个求解过程中是不变的
,

故非线性计算量不大 使用了 一 法与逐步初值跟踪求

解
,

保证了收敛性
,

处理了包括干摩擦在内的一般非线性滞迟系统问题
。

二
、

用 方法计算动力响应

将整个结构分解为若干子结构
,

令所有非线性减振元件均位于子结构的分界面上
,

然后用固端模态综合法 〕对整个结构进行动力分析
。

结构的运动方程为

窗 奋 玄 乙奋一 户 了

其中
叮 好

,

好
,

⋯好
,

⋯
,

好为第 个子结构的固端模态坐标
, 。
为所有子结构边界点几何坐标的集合

,

户为外载

荷矢量
,

了为非线性边界力

、,声、、产住月性了、
、户、了 习 五

, ,

⋯
,

关
,

⋯ 一 关
, 二 〕

刀

了
‘

为第 个非线性杆元内力
, ,

刀为第 杆两端坐标

甭
,

玄
,

之为固端模态综合后结构的惯性
、

刚度及阻尼矩阵
。

即使子结构是具有比例阻尼
,

在模态综合后
,

一般也不再具有比例阻尼阵
,

故此可用状态方程法求解
。
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、产
一︸
之

一一
︸

二 一

瓜划
卜画川

三 一

旦 创

则可得 式改写成

万 犷
司

。 ‘
, , 一豁

则有
。丫 一 尸

、

其中
了‘

︸万一一一一

、卜‘“声
、

一对

方法是谐波平衡法 吻 与牛顿一拉甫荪 叭沈 一 ,

法的结合
,

与一般的非线性近似方法如慢变参数
、

等效线性法相比
,

由于计及高次谐波
,

故可处理强非线性 与谐波平衡法相比
,

由于引入了 一 迭代
,

可以保证收敛性
,

故能分析

复杂的非线性滞迟问题 与逐步积分法相比
,

在对结构作频响分析时
,

由于只需迭代求解
,

不

需逐步积分
,

引用 技术
,

对系统在频域计算响应
,

再在时域计算非线性杆内力
,

故计

算量可大大节省
。

方法的第一步是用 一 法列出系统的增量运动方程
,

假设当前状

态用 炳
, 。 , 。描述

,

它的邻近状态为

。 。。 。

将 代入
,

并将非线力 了用一阶泰劳 级数展开
,

便得到线性化的增
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运动方程

了
峋 」 ,

十 月刁 二 一 。 乞一 一
。 十 乙尸

一 ‘口

其中

一 。了石十 月 。十 。

比较式 可知当
。达到精确解时

,

故 为修正项
。

法的第二步是迭

代求解增量微分方程
,

将求得的增量叠加到当前解上以修正初值
,

直到 趋近于零 了为非

线性力矢量
,

对于具有滞迟阻尼的非线性元件
,

其力

一位移关系多为双值关系
,

如图
。 ,

阵 骋
当瓮

。
碑

可写成统一的表达式
拉 , , 赵 , , 一 叮 阵 妈 ,

, 、 一
合
一 、 一 、

“ 、 一
合
一 、 一 、 图 非线性力一位移曲线

艺

铸 ,

“ ‘

铸‘孟

一
舀

夕
、

一一衅

的一阶泰劳展开为
,

一
,

好 , ,

沪‘ ,

—
。 阵 咋 二了 。巧

’

, 万 护

口 阵

阵 而 妈 , 妈
‘ 。 ‘ 妈 。 ,

略 岭
, 。 。 ,

阵 ‘ 阵 , 。 二 , ,

为 城 血 函数

、 ,

血 分别为非线性杆元两端的相对位移与相对速度
,

故式 是时变微分方程
,

法中用迎辽金法求解
,

这里改为直接用 展开
,

非线性力 之福氏展开依决于 刃

二 的时间点
,

故在每一步频响分析后
,

要将位移及速度响应通过
、

变换到时域以决

定 配 一 的时间
。

。
、

尸必 【
, ⋯

, , 尸产 扣二 洁」必
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仇叭
·

舜抖抖
·

,‘

之
份

路
··

,,尸 ,犷

以 尸入

, ,

队 尸击

⋯⋯凡冷队风
一一

吟阵阮

·

叭醉时⋯吟⋯
,

六 八

训
口诗尸岛 ⋯ 汤

,

眺

几甘队匕日曰断

一一
︸

〔
。 , 口 , ·

户 〔玲
,

衅

吞 〔以
,

姚

, ,

沽
,

丹 二心洁〕必 种

⋯盯
,

毋

’ ,“沽
’ ,

⋯ 产
’

〕
,

’ , 口矛
’ ,

⋯砰
’

〕
,

及

⑧为克罗克乘积
, , 为 只

少 少 八

【亡叭口亡叭
·

队刁加洁习〔科习⋯亡鲜习〕
单位矩阵

,

亦 为 万 万 护 〕矩阵

则有

妈
,

。

抖 口

少户

少序

由一组任选的初值
。
开始

,

代入 式
,

将 了
。 也展为福氏级数

,

进行求解
。

通常以线性

解为初值
,

逐步增大幅度至非线性解
,

再逐步改变频率
,

以上一步的终值作为下一步的初值
,

跟踪搜索
。

文【 〕给出了

丁,
‘, ,“ 。尸必

, ,

。

一 百二
一 一 “

户十 》 一

口一知﹄邓一田八﹁
﹃‘孟一江

卜︼

一一
一
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列

月上

其中 了
, ,

戈‘

白勺公

·产丈
‘、

故有 少‘’‘ ,
此扩尸 〕⑧

, 。劝
, 户,

及

将非线性力按总体坐标排列
,

可写成

。二 。 , 众 ,

忆尹
声

—叼
尸 犷 一

习 币
。

〔叭〕
。‘ 〔 〕

。”

些
。

再
‘ ’

阳旧阳
,

一一一一
,,考﹁︸

浦人一

其中

里匕
。

再
‘ ”

列

【叭〕
。 ,

〔从 〕
。中除对应于 。

,

刀行列的四个元素外
,

其余均为零
,

将 了
。十 了

。展为福氏级数

万
设它们为少夕

,

将孟
。亦展为福氏级数

,

设它为 夕户
、

将丝
、

〔
、

〔及 亦分别展为福氏级数矩

阵

一 〔
。 , , ,

⋯ 〕必 月必

〔叭 〕
。 二 【, 。

,
,

,

⋯ ,
, 少洁

,

牙
,

⋯ 洁〕必一 六必

〔场 〕
。 。 , ,

⋯ , ,

产
,

沽
,

⋯母 〕必 瓦必
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鱼为空的转置矩阵
,

其维数为〔 , 十 火
。

利用三角函数
、

和角公式可以证明

必访, 二 夕 乙代表力
,

六或高

洁 必 ⋯ 醉
十 。 卜 ,

, , ,

,一 ,

乙
,

十 尹二 乡
一

性尚 梦
, 一

性尚

一 ‘

,

一

口

乡
,

些八 ⋯ 咨
一

马 ”
· ,

如
一

乡’

利用以上诸式
,

可得 式之福氏展开式为
惫

必吞 竺护万声吞一 又 竺 少介熟
一 一 吻 一 一 一 一 高 峋

一 一 一

三护访尸及户
一 , ‘

一 夕户一 竺少万产户 竺少介亡 些扒沪泞一 幻
一 咖 一 一 一 蜘 一 一 吻 一 一

在求系统的频率响应曲线时
,

可保持激振力为一常数
,

故
。

通常在每一迭代步保持激

励频率不变
,

故 式中含 刁可吻 的一项亦为零
。

求解时首先假设一组 户及 亡的初值
,

故

式在每次迭代时为已知
。

令 一 户
一

竺万声户十 竺户亡一
吻 一 一 咖 一

, 二 , 一 二女〔。九 生 , 瓦 ,一 〕一 ,

峋 一 一 卿简
一 一 一 一 一 一

则有 吞
,

〔云‘, ,

〕一
‘力‘, ,

少夕

‘ , , ‘

在共振峰附近
,

幅度不再急剧增长
,

可用幅度增长法求解
,

在每一迭代步保持幅度为常数
,

迭

代计算 。

吞‘, ‘ , 〔户‘, ,
〕
一 ‘ 力‘

, 些 , ‘ , 。 , ,产户‘, , 一户 , ,

。 , 二 。 。 ,

舌是 又 十 方阵
,

对于多自由度体系
,

其维数可能很高
,

但用了模态综合
,

可使其维数降

低
,

而当只有少数非线性杆位于结构边界面上时
,

熟
,

考是高度稀疏的矩阵
,

万是方块对角常

数矩阵
,

每次迭代只需修正 熟
,

考
,

阵
,

故计算工作量不大 如果用修正的 一 法
,

令 亏阵在迭

代过程中不变
,

每次只修正 中之 亡
,

由于 亡中有大 零元素
,

只在对应于非线性力的位里不
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为零
,

故如用分块矩阵求逆
,

每次迭代只需修正对应于非线性部分
,

计算量将大为减少
,

此法

之优点是不需求复特征解
,

可以处理非比例阻尼结构
。

三
、

计算例题

引用文〔 」的算例
,

两悬臂梁里通过一个摩擦结点连在一起
,

如图
,

当梁的模态阻尼与

结点摩擦力幅度变化时
,

计算得梁 根部应变响应如图
、 。

图 康擦结点梁计算模型

声

一侧凡

一尸
‘

芝

。 一 ’

。 。 ,

图 摩擦力对梁的动特性的影响

图 中曲线 对应于摩擦力非常大的极限情况
,

在整个频率内摩擦力将梁 与 紧固的建

立在一起
,

使之成为一个两端固支的整体梁
,

曲线 为此两端固支梁前二阶频响曲线 图 中

曲线 对应于摩擦力较小的情况
,

在低频就发生了滑动
,

梁 成为一支左端固定右端受到摩擦

力约束的悬臂梁
,

曲线 显示了这支梁的基频响应很大
,

而高次谐波影响不小
。

当激励频率增

大后
,

避开了梁 的基频 。
, ,

故响应迅速减小
,

至 。 。 后
,

因响应太小
,

两梁结点滑动停

止
,

其响应曲线又与两端固支整体梁的重合
。

这个例题说明了增加摩擦结点后
,

调整摩擦力

的幅度可以改变系统的共振特性
。

图 给出了梁 模态阻尼 声一
, 尸 ’

, ,

朽

三种情况下的响应曲线
,

可见对同一模态阻尼的结构
,

增大结点摩擦阻尼后也能明显地抑制
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·

习
司
一
·

口

一尸 尸
‘

一尸 凡 ,

一 凡二
劝日︸︸︸︸︸八︸﹄八甘﹄甘甘︺︸洲人‘口刁,

芝

耐 ,

图刁 摩擦力的减振效果

其振峰 由这些图中还可看出结构具有一定的模态阻尼会明显地抑制高频响应及高次谐波

响应
,

故为了压缩结构的振动响应
,

最好是同时增大模态阻尼与摩擦阻尼
。

前者可使用粘弹

性层处理技术
,

后者可用非线性滞迟元件
。

应当指出的是一般的弹塑性阻尼器
、

钢丝绳减振

器等都具有双线性滞迟性能
,

都包含有干摩擦特征
。

四
、

后 记

,

方法是分析强非线性振动问题的一个好方法
,

曾用于分析三维体
、

多层板
、

多 自

由度体等多种向题
,

本文结合模态综合
、

状态空间与 技术
,

将它用于计算具有局部非

线性多自由度结构 本文作者之一得到中国国家自然科学基金资助
,

又应邀去香港理工学院

与另一作者合作完成此文
。

在香港受到香港政府 基金资助
,

计算工作是刘玉标同

志完成的
,

在此一并致谢
。
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