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含空洞非线性材料的本构势
和空洞扩展率

王自强 秦嘉亮

中国科学院力学 研究所

提要 本文基于体胞模型的解析分析
,

分析了含空洞非线性材料的宏观本构势
,

得 到

了各种幂硬化指数下宏观应力和基体平均流变应力之间的相关曲线 当基体是遵循经典塑性

全量理论时
,

这些曲线方程就是一簇依赖于空洞体积比和硬化指数的屈服而 方程 当基体 是

粘性体时
,

这些方程就是粘性约束方程 通过曲线拟合的方法
,

本文发展
一

修
「

三的 。邝 。。方

程
,

使之适合于不同硬化指数的情况 最后本文计算了粘性体中空洞的相对扩展率
,

结果 与

已有体胞模型的数值模拟计算结果相当一致
·

关键词 细观空洞
,

空洞扩展
,

本钩势
,

非线性 材料
,

修正 的 。。 模型

一
、

引 言

从韧性金属的破坏机制可以看出
,

细观孔洞的成核与增长在韧性金属断裂中起着十

分重要的影响作用 为了研究损伤材料的本构关系
,

必须建立适当的模型来表征细观结

构 对细观孔洞模型的力学分析和理论研究起始于
‘’的开创性工作 他就

无限大体中含有圆柱形孔洞这一情形
,

最后得到了基体是理想塑性体时的解析解 和

万刘利用变分原理研究了无限大体中含球形空洞的孔洞长大问题
,

这些工作揭示了

体膨胀率和外加应变率的比值是随三轴应力的增大而迅速增大这一重要关系 虽然他们

对体膨胀理论作了关键性的开拓
,

但并没有能提出一套完备的理论 恻 吸 收 了

上述工作之精华
,

建立了孔洞体的一套比较完备的塑性理论体系
,

他在研究中
,

摒弃了

无限大基体这一设想
,

而用有限大体来代替
,

从而创造了一个更加接近真实情况的理论

模型 由于 盯 方程理论上的完备性和实用性因而倍受人们的重视
,

人们试图从不

同角度对这一模型进行修正以更好地符合实际情况 为 了考虑空洞间的交

互作用而对周期分布的孔洞进行了有限元的详细计算 , 。同 引入基体平均流变

应力而间接地考虑了基体材料应变硬化的影响 和 创对 。。方程作

了进一步的改进以考虑混合硬化下的损伤模型

以上的工作
,

无论是 本人的工作还是后续者的工作都是 设想基体是理想的

爽文于 ” 年 月 日收到
。

刀
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刚塑性体
,

应变硬化也只是通过引入基体等效应力而间接地加以考虑的 我们的工作将

直接讨论应变硬化的影响
,

考虑有限大体中含有孤立孔洞这一体胞模 型 在 二 理

论的思想方法基础上
, 、从细观出发

,

建立非线性材料的宏观损伤本构势
,

由此推出各种

硬化指数下宏观应力与基体平均流变应力以及空洞体积比之间的相关方程
,

最后本文计

算了粘性体中空洞的相对扩展氛 并蒋这些结果与弓有雄 “, 。【 的数值计

算结果以及 和 此
、 叫对厚球壳和厚柱壳的数值模拟结果进行了比

较
,

得到了很好地一致

二
、

含空洞非线性材料的本构势

如图 所示
,

非线性材料中含有大量的微观空洞
,

这些空洞大小不同
,

形状各异且

分布也无规律 要分析这样的损伤材料本构响应的确是个复杂的问题

图

我们知道有限元法可以提供有效的数值结果
,

但是
,

很显然网格划分是 个 浩 繁 而

琐碎的过程
,

而且为了得到可靠的结果
,

网格划分必须充分细
,

这无疑要耗费大量的机

时和费用
,

而每次计算只能得到一个具体间题的数值结果
,

无法得到系统的公式和解析

结果 另一种思路是采用局部平均化的方法
,

对每个空洞可以选取一个局部区域
,

我们

称之为构元或体胞
,

这个构元可以是球形的或方形的
,

构元的尺度从宏观来看是相当小

的
,

因此在宏观意义上
,

构元所经受的应力应变场是均匀的
,

但必须注意到 不 同 的 构

元其本构方程是不相同的
,

所以图 所提出的问题可以归结为图 所示的非均匀介质间

题
,

然后再采用有限元来分析间题就要简单得多 从细观角度观察
,

构元内部是会有空

洞的
,

这个空洞在我们的分析中又简化为柱形空洞或球形空洞

为了论述简明起见
,

我们讨论粘性体的体胞模型
,

显然本文讨论的方法可以直接用

到基体遵循全量理论的塑性材料

我们知道
,

分析材料构元的宏观响应相当于讨论一个边值问题
,

这里所考虑的模型

是一个体积为 厂 内含孤立孔洞的情形
,

空洞的体积为 厂
。

且 其内腔不受外力作用 给定
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与均匀应变率相对应的边界速度场
秒‘。 , ,

其中户 , 是构元的宏观应变率分量

基体材料是均匀的
、

不可压缩的非线性粘性材料
,

料的拉伸应变率 厄遵循下列幂硬化规律

设想在常轴拉伸作用下
,

基体材

竺 二 乒
口 七

’

式中 , 是幂硬化指数
, 。、 它。是材料常数

在复合应力应变状态下
,

细观本构方程为

、了、声咋呀了、了吸
、

瓮
一 ”

、 , 二

号箭牙飞
‘了

其中
。 一

了事蕊 是等效应力
、 , 是细观应力偏量 。

, 一

了粤曹百为等效应变 率
色
几

是细观应变率场

细观塑性势

。二 一 ,‘色, “‘ ,

不难 证明

苗 二典 毕
·干‘

一卜 巴

庄满足边界条件
,

连续条件
,

基体不可压缩以及平衡方程
,

可以得到宏观与微观塑

性势 乙间的关系
,

文献〔 〕已证明
,

当基体材料存在塑性势时
,

宏观塑性变 形 也存在着

塑性势

尸苗
口 ·‘“

茵丁
十 几气

那么宏观应力可表示为

、

、产、产口了、了、

其中气 是基体所占的体积
, 中 表示宏观本构势 由

、

式可得到

。 二

声鲁于
。 ‘

。伪· ,‘犷
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三
、

圆柱体含回柱形空洞

、
, ‘ ‘ 一尹碑碑

扛一一尸

匕匕

户户户户户户户户户户户户户户户户户户户川川川川
,,

一寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸寸 一
、、

困 闷产产

为论述简单起见
,

场
, 二 以及

, ,

我们讨论轴对称宏观应变率

由公式 给出外边界条件

口 , 、

口 口

巩 二 万

并注意 , 。

在柱坐标下
,

,

速度与应变率场的关系为

启 二生 、 二二

由基体不可压缩条件 色
, 十 乏, 色 二 ,

于是得到

一
一

图 圆柱体空洞模型 认 二 下

’

色
, 一粤

一

。

百

月
匀 户一 丁‘

」

云
二 二

由边界条件可知

过 工 。
六 几

乙 ,

百艺
,

·

依照微观等效应变率的定义
,

我们有

补丫李又
二

丫子花
将公式

,

代入公式 便推得

’二

黯芡爷淤
岑 “护一标

二
, , 、 初价 扩 了

,

、叼 火旬一 夕 一 石 一 一 戈

式中

·

。

一拼一而一一
月 扛 人 六 、 ,

六
。 歹了乎蕊“歹亨、乙

‘ , 乙 , , 十 刀 乙 , ,

二 ·

令 , 。

一
,

, 一 苦
占 。

。色。
一

叮

对于轴对称变形
,

我们由公式
、

得
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羁一典妙竺
翼 斌 “ ”。

卜兰二盗丛
二 〔。 十 必

一 。 ,

粤二
夭 尝已了 口

化简后得

令 一越窦弃立 · 。〔”夕一 〕

其中尸 一协
·

气
一 月 锣生宇

一

架碧华 公式表明 ,

对于同 一 种

材料
,

无量纲应力分量只是 。 与 的函数

参考文献〔 〕和〔 〕
,

引入基体平均流变应力 厅
‘ ,

把方程写成更有效的形式

一 「
了 ,

一 燕
吼

’“ ·

疏 俨犷
“户厂 “厂了石

‘

八
‘

注意到
。 二 氏 升

·

以及又 二
。

远
‘ ” ,

最后得到

口
。 一 ‘ ,

〔禺〕
,

联立 与
,

有

了‘’

之下
了
’ , 二 竺 坚万二 里 二

万
, 厂 币 。 , 、

—
一 声 气任

尹 、 一 ,

二 圣经里 」二 。 厂备 一 〔叻 份八 一 〕矶

式中消去 。
,

便得到一族不同硬化指数下的

亮
彩 万 “ ,“畏势

以及 ,之间

的相关曲线
,

如图 ‘所示濡要注意得是对圆柱形空洞
,

图中横坐标应以责瓷二表示
,

而

图中所标出的影是
我们后面所要讨论的球体含球形空洞的横坐标表示

·

对粘 性体而“
,

这族曲线称之为粘性约束方

程
,

对于基体遵循全量理论

的塑性材料
,

我们称之为屈

服面方程
。

这些方程明显地

依赖于空洞体积比
,

也明显

地依赖于硬化指数
,

因此文

献 〔 〕中仅通过引入基体平

均流变应力来间接考虑材料

应变硬化故影响是不够的
,

文 献 〔 〕通过改变相应的宏

观应力和等效应力来考虑混

艺 。一艺 厂瓦

八李 蚤 畏 儿

艺矿孔
百

一

了 心

田 球体空润 圆柱体空 润 的相关曲线
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合硬化模型显然是不严格的
,

因为随着硬化指数的不同
,

相关曲线之间的差别还是很大

的
。

对于 二 情 形
,

等 价于理想塑性情况
,

我们不难得到

爵
· ‘·嚷舒

竺 一 “ ·‘ , 一 ”

这就是 导得的理想塑性体的屈服面方程 这 一 屈服条件清楚地反映了空洞体积

比 的影响作用
,

从而修正了不可压缩塑性理论

对于线性粘性材料 二 ,

我们得到了空洞相对扩展率的解析解

刃

万 。。一 刃 工
一一

·

阶一必
这一结果与 所得到的结果完全一致

四
、

球体中含球形空洞的初级近似解

球休空洞模型

球形空洞问题要比圆柱形情形复杂
,

应变率表达式为

单位球坐标系

图

但基本处理方法乃是一致的
。

在球坐标系下
,

口打

口

业
。 口 ,

一

户丛时鱼哪一喇

一 生 十生旦线

一一一一一一一
·

乓
·

‘
·

勺渐
子之

讨论轴对称宏观应变率场

户
。

当 ‘奔 时

,
一一一一

·

瓦瓦
矛廿

、‘、

严格地说 , 、 可以不为零
,

但为分析简单起见
,

我们取之为 零
,

因 此 内 ‘ 。
,

价雌

公、 。
,

认
、 , 只是 和 口的函数

由基休不可压缩导得方程
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口
, 。 。 、 口

,

瑟戈犷
一沙 , ’ 痴 气”

“ ’ 口

于是
, 二 一平琪

认 ,

犷一 口

刀,

白

在 处有

二 、 ,

笼 二

二 义

, , 口 功

口 功

百
, 。

夕

径坐标变换

,

户
, ,

弄

万伏
, , 十 乙 “ 少
方
争竺

。。 ‘

,

舟
,石

,

二 、 乙
艺

, 一 口

卫声

走

我们假设速度场必须预先满足边界条件
,

因此设想

刀
二

口 左。 夕 。 刀 乡 叮 ,

那么
。

口 云禹一尸

。 、

一

—
乙口 十 口口

口甘刀

了、卫魂
、

其中 云
, 二 一 万

,

夕

夕
并设想 氏

,

氏在边界上满足齐次边界条件

云 。 ,

为使外边界条件得以满足
,

必有

司
, 。

“

户 户
,

。一粤。
。

户
,

。 。。 一 ,

禹

。‘ 二

讨论初级近似
,

令氏
, 云。为零

,

。

专
。、

。 ,

并设想
。

为一个简单的形式
,

由此得到

二 点 、 燕
上 一 上 , ,少 一 万乃
一
一

于是
。

君 , 一 一飞厂 十
弄

,

万乙
。气

姓。 弄
, 。 。 。 、

一二 乙
,

气 一 ‘ 口少
心

凡一
一尸

￡,

夕
, 。 一凡 饰 口

,护、、
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涛 」

瓦 竺争
一 云才。 夕 十 宕

’

于是便得
了一

其中 夕 口
六

召 二 二 尤
吞
将方程 代入 中并注意 厂 二

厂孕 一
一 ” ‘一 ,

丁卜
·“ “

〔黔
一

令
‘“, ‘

〕宁一 一 雪
若

汀 气

‘泪 ’少釜 。

必带 。
,

‘ “ 。 。

「
下孟

,

曰 口 口
乙

·

〔喧岑生
护、

其中
。

尸
一

厕
一

万
万粉了夸

“

弓 一 气耳 宁 ,

。 一琴
, 二

答

入夕 夕

鉴于

斋卜 互性
毛 因此 。 二 福粤丁 恻

、 整理 并对 ,‘ 进行泰勒展
上 , 汤 任

开并保留前两项便得到一个非常好的近似表达式滋 》

二 。带 二 件二
」

, 一 曰 一 一甲下一一
“

于是

万
,

占云少

巾
井

口。

刃 。一 玄 ,

占￡
”

类似的我们引进基体平均流变应力蕊
,

并令

, 十 犷 一 。嘿

。一 沁 〔书资〕洽
,

虱 一食
凡 一哥

一

最群
哥
二

扑二
‘ ,中

‘

一豁

万
。

。 二
一已 于是

二
、 。 , , , ‘ 、 , , , 、 , , 、 , , , ,

一
、 ,

万
、 ,

消去 。 便得到 了协 了
’

·

与 , 乙 川附相天阳线
,

,“团 肌不
,

此明恒 竺怀座刀有
,

曰 “ 一 ”

时
,

便得到广泛应用的 。 方程

鲁
‘ , · 鲁

一 “ ‘”一 。

值得注意得是
,

方程 与方程 是完全相似的
,

只要将含空洞圆柱壳中的
刃

,

下产二于二丁 比
丫

公

作球壳中的鲁
,

将前者的 ‘比作球壳中的 ‘
,

那么这两个方程是完全相同的
,

这说明在

住 我们和 的计算分析都表明
,

对 群 展开保留前三项所得到的结果与只 保留前两项所得到的结果 相当一

致
。
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「切
产

它 ,

,“‘’

万毛,卜 击
二

习袱习
。

、

习袱艺
‘

户

一
。

球形空洞的相对扩展率
,

低三轴应力 球形空洞的相对扩展率 , 高三轴应力

图 ‘

它斌它犷
。

‘以

一一一 璐 等等

—
本文结果

艺袱

阅 了 与原有一些结果 的比较
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亡 右 它 右

球形胞模势
柱形胞模型

简化模型
’

方程亡 式

本文结果

︸引钊产卜,叼,土八

少醉时

砂 它

「
’
球形胞模型

千主形胞摸塑

简化模型

方程 式

本文结果

球形胞模型

柱形胞模型

简化模型

方程 式

本文结果

口书一声一左

护一

尸
‘

、刀

冬尹产

寥乡
二
目甲护

么 扁户夕

︸卜﹄,曰众

口

尸‘声

石。 。

喊
、

坟‘、尹八八口

‘

它

球形胞模型

柱形胞模型

一 简化模型

一 方程 式

二 本文结果

亡 它

‘

·

三
球形胞模塑

柱形胞模塑

简化模型

方程 式

卜‘、工

下到

厂
一

·

一 本文结果

乡
一‘一

一

尸尹

户
、

,了八

图 空 洞扩展率与空 洞体积 比 的关系曲线

和一一
、声臼广、亡。 义 二 三

一

和 。

和汽 二 二 和月 二 ,

劣 和 一参
‘ “ ”一专
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初级近似范围内
,

两模型之间存在一一对应关系

联立方程 丁
、

助及 劝并运用 王 数值积分法
,

我们可以求得一族不同硬

化指数下的空洞相对扩展率午与三轴应力
比瓜 二

。

之间的关系曲线
,

如图
、

犷厂

可以发现当 很小时
,

其结果与文献〔 〕的结果非常接近
,

尤其对荟 情形
,

几 乎 区
一

‘

一
‘

’

一

”
‘ 一 ’ ‘

”
’

一
’

一
’

一
‘ 一 ‘

”
’

一一 ”
一 ‘ 、

‘ ’

‘

刃
。

一
’ 了梦 ’ 尸 “ 刁

一

分不出差别
,

这是 自然的
,

因为文献〔 〕所考虑的是无限大粘性体 对理想情形并且了很

小情形
,

我们给出了低三轴应力下与
, 。 以 及 。、

结果的对比曲线
,

如图
,

表明本文结果与 盯 结 果 重 合 并 且 接 近 于 姗

’ 所得到的曲线
,

相比之下
,

饭 所得到的值偏高

在 一 二韶二
。

固定时
,

便得 到了空洞扩展共与
空洞体积比 的关系曲线 如图

器
厂

值得一提的是图 援引文献〔的所得到的结果
,

图中点划线表示本文所得结果
,

实线

表示 的计算结果
,

圆点
·

和方点 分别表示厚球壳及厚柱壳的数值模拟结果 需要

注意的是这里所用的户
,

是由 、 定义的表达式给出
,

即
, 一 。
万
。 。。 毛而且 户

户
,

了
兽一

从图上不难看出
,

本文所得结果与体胞模型数值结果相当一致
,

由此可见
,

我
升

叭
,

们所得到的方程确实是一个比较令人满意的粘性约束方程

图 给出了会与 之间的关系曲线
,

当 尤 变化时
,

会的变化很大
, 而由硬化指数

的改变所引起的差别不太明显
,

合得布尺好
。

‘ ‘
习

对 ·

告情形
,

与文献〔‘〕中的结、作了比较
,

结 果 吻

军袱工
。二 二 犯

吞

公,,山,沽

幻 , 血
‘ 进

今︸八“

与了的关系曲线
一亚二公阅
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五
、

球体含球形空洞的完备解

应该强调的是方程 对含圆柱空洞的轴对称变形是严格成立的
,

因为所设速度场既

满足边界条件也满足平衡方程 而对球体含球形空洞情形
,

我们既没有考虑基体的平衡

方程也没考虑空腔内表面的边界力自由条件
,

为得到问题的完备解
,

需要进一步考虑这

些因素
。

上节中
,

为使问题简化
,

曾令。
,

都为零
,

现为考虑满足边界条件起见
,

我们设

想

了
, 。 二 、 二 ,氏。

, 。

睿
。 一 。“ 艺 ‘ 。户“

食 , ,

其中 答
’

券
,

通过基于使势能为极小的物
一“‘ ·法进行数值求解

,

显然

这等价于满足平衡方程这一条件

我们知道

并注 意 氏总 二号
‘

, ,总“ ,总 ,

亡‘ ,总 左 , 云‘ ,

由公式 得到

九飞需聋奋
‘伍·‘ , ‘·“ “

扮
。‘一 ,〔, · 〕岑 一

·

城
·

协励扩
,

提第四节中给出的表达式
,

矛 ︸己
︸气一其中 一 〔矛 劫找 械

我们设想
爷《

,

因此对
签

进行泰勒展开并取前二项
,

最后得到

其中 中 由上节给出
,

少总 二 必 少

价表达式如下

子
‘一 , ·”“ ‘·

一
·

出公式 并注 意 云 专,

口
。 口 得到

二、 全十 ”一 , 、

︸口口﹁

一
︺
,﹂

传︸
,﹃粉一气
、丸

,

︸月悦一厂
一一。一卜,

一一︸一
奋
￡

,一一

爪 二 几
,

口

军 乙 乙
。。 “· ,考、

一 ,

刀‘

一
,

几一
, 一

的

又 乞 乙 、广 二
一鞠

用 二 生‘ ‘一
,

, , 云乙 乙 丐 户
“ ‘ 爪 一

偏
。

阮二

产陌比,嘴门、
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其中

厂
一 “ 一 〔阴 一 〕

刀一 ‘“ ‘ ,阴 一 〔“‘子
·‘ , ‘ 一 〕,

, 二、二 ,” 一 几 。 才

, 、二 一 。 。 一 〔。 , 。寿掩 〕,

由公式
、 、 、 ,

最后得到

子
二 。、。一“

,二 , 矛
’‘一 ,

叻
’ 。 , 二 乙 乙 乙 乙 氏

。、 , 卜咬
, , 。,

介一 一
, , 卜

,

乙 乙 气
、

九
侧 一 」, 舀

, ,

其中

· ,

, “·‘二

亏
,“‘ 亏‘“

, ‘ “““‘”“ ”一“ 元脚、
, ·

““

凡
、

一
刁 ‘ ’

。‘
, ‘ ‘ ,阴

一 ‘ 矛一 , ’

。
, ‘ 走一‘。一又

、 二

只, , 。、 。

刀
阴、
刀

, , , 阴 护
。 , 一 才 占

, ‘ 。‘

只。、 刀。。一 占
, 、、一刀, , 、

厅戈
,

〔 一 一 劣 二 〕了

我们考察一 下刃 二
, ,

把它写成为

亏戈
, 劣 了 〔

一 “
· 汀 〕了

其中 拜 “ 才 一 , 兀 劝
劣

一 劣 ,

显然
, 、 一 、

,

因而对 。‘
,

, 展开成为

厅 义
,

一 只 一

迎三 立二丝兰二竺土上卫红
。 , 二 了

二二 艺‘

其目的在于使系数
。 、 , 、 ” ,右端项的二重积分转化为单重积分

,

显然大大 减 少计算

量
。

上节中我们曾设想 氏
、 云。在边界上满足齐次边界 条 件

,

即 占
。 二 、

君。‘ 二 ,

由此得到

。。 ‘ , ,

秃 、。 ‘ , , , 二 , ,

⋯
几 , 无二

,

求中在满足上述条件的条件极值

。汤
·

习
。

习
、

鲡
“‘ ’

士乙 。
、

艺
, “ ’ “ ‘ ·

爪 、 几娜
, 叨 , 沈 为二

,
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其中 瑞
, 。。是一些待定的拉格朗 日乘子

,

最后得到一组求解系数 丐 的线性方程组

类似于第三
、

四节的内容
,

我们有

万 , 少 釜

互
一

石了

曰‘曰 二

氏

了 茵 , , 、

全‘

死 又
” ,岁 一

口必 、

只甲

〕

八八
气‘、

最后得到一族完备的数值结果绘于图 中
,

图中 表示我们考虑了平衡方程的完备解
,

实

名 一习 云

习矿万
,

图 球形空润 问题和精确数值结果

线就是上节初级近似结果
,

显然
,

两者之间差别甚微
,

由此可见
,

本节开始所假设的 《 是完全

合理的
,

计算和分拆表明 初级

近似所得到的粘性约束方程以及

空洞的扩展率确实已是一个非常

令人满意的结果了 值得注意的

是
,

在整个计算过程中
,

丐。应当

选取足够多项才能达到其收敛性

和精度要求
,

并且对积分精度的

要求也很高
。

六
、

模型的一点改进

为考虑孔洞间的交互作用
,

曾对周期分布的孔洞进行了有限元 的详细

计算
,

他认为 方程应修正为

革
’十 、
梁典

一 一 、 ‘。

日 ‘

并认为当
, 二 , 二 时与其模拟计算的结果吻合 叫 通过对

单轴拉伸实验结果的分析
,

认为应置
· ,

总之
,

对如改进 模

型各说不一
,

到目前为止还没有一种比较严谨的令人满意的改进方式 本文就图 的相

关曲线
,

设想利用方程

鲁
· ‘。 ·

签
巴 一 “ ·‘ , 一 。

通过改变 , 、 去拟合不同硬化指数下的粘性约束方程 对 。 ,

我们得到了不同

硬化指数下 ,和 仇值 见表
,

显然
, 、 仇 是 的函数

,

其近似表达式为
’ , ,

’

我们将此 。
、 。值同样用于 比较小的情形

,

结果表明
,

在低三轴应力 荟、 和高”
’

’ ‘ 、 , ‘
·

”
‘ ’ ‘ ” ’ ‘

一
’

一 ’ 一 ”
’

“ 一
‘

一
’一 一 ‘ ’ ‘

一
’

一
州一

’ 、刃
。

一
‘一 ’,

三轴应力 、誉、 情形
, 。 、 、的这种选择同样能很好适合刁、 情形

名二
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一
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