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伴 随变分 方法 在 陀 螺 系 统

稳定 问 题 中的应 用

崔琳 章 徐硕 昌
数 学 教 研 室 中国科学院为学研究所

本文将简正模方法和伴随变分方法相结合
,

应用于处理完全耗散力作用下的陀螺系 统 稳定问

题 首先将本征值问题化为等价的变分问题
,

然后较严格地证明了稳定的判据

关键饲 简正模
,

伴随变分方法
,

本征值

引言

在力学的稳定性理论中 , 处理小扰动情形下的稳定问题的最常用方法
, 就是由线性

化后导出一个本征值问题 , 一般称为简正模方法 准
’〕。 处理本

征值间题
,

或是直接求解
,
或是化为变分问题求解

。

对于保守系统
, 本征值问题是 自伴

的
,

自伴本征值问题的变分理论可参看柯朗和希尔伯特的经典著作《 数学物理方法 》卷

第六章
。

对于耗散系统 , 本征值问题一般是非自伴的
。

数学理论中虽很早就注意这两

种问题的本 质 差别 〔 〕第 章 , 洛 , 但在力学稳定理论中应用非 自伴算子变分方

法还只是近十几年来发展的
。

文献〔 〕应用伴随变分方法处理了常微分算子
, 本文作者

之一应用伴随变分方法处理了偏 微分算子
〔 ’、 偏 微分

一
积分算子 〔

“ ’ ,

并总结为一个通

用方法 , 称为 “一次近似变分直接方法 ” 〔‘ ’
。

在一些力学工程理论著作中没有注意到自伴和非 自伴算子的差别
, 而因完全和自伴

情形类似做法去处理非自伴间题
,

在文献〔 〕夸 中处理非自伴本征值问题就是如此
。

我们将简正模方法和伴随变分方法结合起来
,

应用于耗散陀螺系统稳定问题
,

基本变分方

, 本文于 年 月 日收到
。
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程导出稳定准则
。

伴随算子的变分

本节转述 空间有界线性算子的主要结论
〔’〕 , 并给 出 伴 随变分原理的相应

形式
。

假设 为 。 空间 的有界线性算子
, 即对每一固定。〔 , 泛函介

二 。 , 。 ,是

有界的
。

由分部积分可证明如下关系
。 , 》 口 , 了

’

。》

对 三 , 。〔 成立
。

算子
,

称为 的伴随算子
。

如果 二 甘 , 则 称为 空间的

自伴算子
。

定理 如果 是 空间的全连续算子
, 那么其伴随算子 也是全连续的

。

考虑 空间全连续算子
, 份
的相应本征值方程
“ 一 入

一 入劣 二

其中入为本征值
。

定义

二 ,

,

则 二 份
为自伴算子

, 方程 , 可以写为

犷 入

容易证明如下结论

定理 本征值方程 和 具有相同的本征值系列
, 其本 征 函数系满足双

正交关系
。

对于 空间自伴算子
,

存在 三 商

入
“

材 ,
李
户

以及

占入
一 入 , 乙 , 刀 一 久 》

《材 , 口

定理 求解自伴本征值问题 。 一 久 和求解泛函 入二
“ ,

材 , 珊的极值条件

久二 是等价的
。

对于 自伴算子谱理论可参看文献〔 」
。
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对于非自伴算子 伴随算子 分别满足本征值方程 , , 其相应变分

方程为

入

, 》》

一 戈

可以证明求解本征值问题
, 和求解孤 等价

占入
, 戈 》 , 戈 一

’ , 戈 》占 , 劣 》

“ , 劣 》

利用式 , 式 可变为

乙 , 劣 一 入劣 》 一 入“ , 占戈 》

材 一 戈 》

由于占“
, 占二是任意的 , 故由 得知必须

一 只

义 一 入 二

定理 求解本征值问题 , 和 求 解 泛 函 久
,

材 , 若的极值条件

入 。是等价的
。

耗散陀螺系统的变分原理

文献〔 〕夸 中导得耗散陀螺系统运动方程的一般形式为

其中 , , 二 一 ,

〔
’

、了二‘

⋯
了‘﹄

一一
令

假设
,

, ’ , 由 〔 导得本征值方程

〔入 入 〕

在文献〔 〕夸 中求稳定条件的方法在工程上是可行的
,

另外对于增根情形未予讨论
。

本节论证这个间题的变分原理
。

首先 , 导出 的伴随本征值问题

但缺乏变分理论基础 ,

〔入 入 一 〕

取内积得

一 》

戈

由方程 两边对
一 一 》 一

入 , 戈 》 入 , 劣 , 》
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由入的二次方程 可以求得

久
一

一
, 二‘一一二二一一

一 ,

劣

, 代卜

,

, 劣

士

扩
袱卜 ‘多 —, 》 , 劣 》 一 产 劣

奋户
氏“

,

以下我们来证明求解抓 和求解本征值问题 , 是等价的
。

对 取变分
夕 化简后可得

今,今
“

己入 入 , 劣 》 》

一 入 入 “ , 占

一
一

入 入 一

由于
, 占 是任意的 , 故孤 和求解

,

是等价的
。

这样证明了

为耗散系统的变分方程
。

亦即证明可求解本征值问题 和 可 以变为求解一个

等价的泛函变分问题
。

变分方程 就是我们求稳定条件的基础
。

耗散陀螺系统的稳定判据

取了 庐 畜
一
争 争

十 。言 代入 得

入乞 “
“ 占 久

,

“ 占
一争 一卜

占

一卜 共卜

占

兮“
令

争
《 “ ⋯

﹃分犷今’令沪今沪

‘

一

“

容易证明 , 对于 二 一 , 二

由式 可得

目

一卜

一 为实数
。

一

, 》

如果

项等于零 ,

〔协人么 入 〕 、入 入

是本征值久的相应本征函数
, 满足方程

得到

俐 之 公夕 入
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或 入 又一一嘴
乙刀 ‘

一 士亿 ‘ 含 一 阴

我们称式 和 为本征值积分关系式 , 它不是变分方程 , 自伴情形才和变

分方程一致
。

以上证明这个关系式可由变分方程导出
。

依据 , 分析稳定条件就有了

变分基础‘

在式 中 , 。 , 。 , 夕 ,
为实数

。

选择特征函数使 规范化
, 有 ”

弋 。 , 。 》 , 式 和〔 〕中荟 的结果一样
。

在〔 〕荟 中由 导出

发生增根
,
我们直接求出方程 的根的实部可以除掉增根

。

引理 设 二 和任意实数
, 则

证 利用

〔一 土了 一 之」

一 士亿二

‘

了
一

些事亚
·‘
止卫土述些土梦

, 当

了 二

‘

侧三零立
一‘ 二旦土济亚 当

一 士了 一 〕 〔一 士了
“ 一 一 〕

二 一 土 。 一 , 一 ,

亿口江不万丽平亚刃万

由 可直接验证 和 成立
。

只要令式
,
中

稳定性判据
。

而

, ,

, 二二 下了一一
一

“ 一 二二

—艺爪
产

优
利用引 理 可 以证明如下

定理 对于完 全 耗 散 的陀螺系统 稳定的充要条件是 正定
。

在方程 中 , 对应扰动动能
,

是耗散项
, 为陀螺力项 ,

为 扰 动 势能

项
。

因此定理 的物理含义就是对于完全耗散系统以势能取极小为稳定充要条件
, 这就

是著名的 定理
。

讨论

本文定理 就是 定理
。

契塔耶夫是用 几 , 直接方 法证明这一定理

的 〔 ’。 本文是用一次近似变分直接方法证明的
。

与文献〔 〕芍 结果的比较 从变分方程导出本征值积分关系 , 建立问题的

变分基础 , 文献仁 〕由式 导出 出现了增根
, 事实上 只有二个实根 , 而
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有 四 个 根
。

因此
,

基于 得到稳定充分条件是正确的
, 但由 导

出必要条件要排除增根才严格
。

本文实质上是求出了二个 护的根
, 直接验证其符号的

。

当需要计算本征值和本征函数时
, 变分方程 是应用变分直接方法计算的

理论基础
。
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