
第 期

年 月

固 体 力 学 学 报
人

从

多层圆柱壳在轴压下稳定
问题的数学弹性力学解

戴涪陵 王震呜
中国科学院力学研究所

提要 本文给出了稳定间题的 二二二 。 平衡方程和边界条件的曲线坐标形式
,

用数学

弹性力学的方法分析了两端简支的各向同性多层圆柱壳在轴压下的稳定问题
,

给出了可求解

临界载荷的超越方程
。

用数值计算方法算得了临界载荷
,

并与夹层壳理论算得的结果作了比

较
。

一
、

引 言

由于数学上的困难
,

用数学弹性力学方法严格求解板
、

壳稳定问题的文献并不多见

近代各种近似计算方法的出现和应用
,

迫切地希望得到一些问题 那怕是一些简单间题

的精确解‘ 以验证这些方法的正确性及其计算结果的精度 这种趋势使得人们重新认真

地考虑一些可能得到的严格解问题
·

在文献〔 〕中
, 。‘助 给出了可求解稳定间题

的平衡方程和边界条件
,

但没有给出具体间题的解 文献〔 〕严格按照 卯 。二蝴 的平衡

方程和边界条件求解了圆柱壳在轴压下的轴对称失稳等若干间题 用级数展开的方法求

得了相应于经典理论临界载荷公式的修正项
‘

文献〔幻求得了四边简支均匀受压矩形板临

界载荷的精确解 文献〔们探讨了两端简支的夹层圆柱壳在轴压下轴对称失稳间题的严格

解 其中
,

表层按经典壳理论处理爹夹忿按数学弹性力学方法处理 ’, 用数值计算方法算得

了临界载荷 本文将 。、。二 。 川 的稳定问题平衡方程 , 式 和 边界条俘八

式 改写为张量方程
,

使之具有一般性 然后在圆柱坐标形式下
,

用 数学 弹性力学方法

分析了两端简支的各向同性多层圆柱壳在轴压下的稳定间题
,

得到了可求解各种临界载

荷的超越方程
,

用救搏坎算有矜可算得所需的结果
·

对于二层喜磷妈 本文给出了在

轴压下轴对称失稳时的算例
,

并与夹层壳理论算得的结果作了比较

二
、

曲线坐标形式的 。。二。平衡方程

。、。二 在文献〔 〕中给出了直角坐标形式的稳定问题平衡方程及其边界条件

为了运用方便
,

首先将其改写为张量方程 采用和文献〔 〕相 同的记号
,

利用哑标求和

约定
,

通过升
、

降指标和变普通偏导数为协变导数等措施
,

可得到用张量形式写出的稳

定问题平衡方程

⋯ 甘少代州份
幻 一 ” “ 一 ‘, “, ,

·

卜
【

‘ ’

本文于 透年 了月 日收到
。
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的边界条 件 不受静水压力作用 为

沁
’, 二一

叽、
,

户 , ,

、 为物 沐变形前界面单 位法向矢量的 协变分量

将 式和 式的 协弯
一

导数写开得到

巨
、 口 。

、器 丫厂
·

,

〔
‘
、 二 、 口 十 。 厂

‘花 厂二
,

〔
口

一。器
之‘ 厂

〔
口 , 叮 、器

一

十 二厂
司

, ,

和
, ,

由 式和 劝 式可写出各种 曲线坐标形式的稳定问题平衡方程和相应的
一

边界条

了冲

采用圆、坐标 取 扰 ,

。
, 一 从而 厂

。

一
,

厂
‘

厂
, 一

告其余 为零
,

这日
、

刀。
九。 二 , , 之 , 式可得到圆柱坐标形式的 。。 、、工, 二 平衡方 程

口

代入

口之

、

、七

·

十 峨万厂
一 下

口一 、
对月 十 丁

一
一

一

口厂 少

一月一厂

今
·

十箭〔
二口

二与瓮二兄
口日

一 。
。十

器
厂

、

口
十

丽七 十 二

泊于一 十 公, 上‘卫生
犷 、 口日

巫圳丝价鱼,

〔
、 二

〔
。十

一 劫

一 。 , 十 二

器〕
卜 几祭一

犷

灵生 卑牛
厂 口 夕

口忽。

、
卜 弓

一 丁

—才 少

沈沙

翻
一

平
·

抓静知 刹
·

气塌
一

扫
十

月一借今

令晶令砚景申
二

翻 争异如 刹
一

卜洲
一

影别
·

戳令
丁

蜡 脚
·

翎
·

气多今
一

刊一晶件
一

十

州
二。

一器一 告晋
一 峋 · 成鲁

十

刹
。

景枷 到二 告备令
一

刊一 晶钾 。

黔
·

⋯李一咭备二 哥 〕
‘

告尉二 武
一

誉
· 端

一 一

带
· 截奈 〕

叙
十 悦斋

十

升祭
一 叫番 〕

傲从 二奈
· 端告奇

· 族晋 〕
。

和边界条件
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。·

祭
·

令蛊
一 。 , 二 。

确 十

粤
十

砖 祭
十

动
二 。

补 十 衅祭
十 谕令器

一 ”

三
、

基本方程

,, ,

奋

〔〔〔〔〔
气气气气气一

止止止止止止止止止
气气气气气气 口口团团团

口口口口口口口田田口口

设多层圆柱壳的内
、

外 半 径 分 别为
。
和

,

各层连结处半径分别为
, 二 、

一 , 壳长为 取圆柱坐标 如 图 所 示
·

设轴向受均匀应变的作用
,

各层所受均匀

轴压分别为
,

八 ⋯
, 仇 并假设各层材料

的泊桑 比相同
,

则可得第‘层壳的 初始应

力解为

司
‘ 一 八

衅‘“ 岭‘二 瑞 雾 碟 王
‘

·

‘ ,

其中
, , ,

⋯
, 一

。

瓮一一
众一￡

附加应力为 叫
、

备
、

吮
、

编
、

味
、

劫 附加位移为 琪
、

偏
、

记 为简洁起见
, 以下 在 单独

讨论第 层壳时省掉 标
,

代入
、

式可得平衡方程

备鲁备
口口 ,

口 。

一石厂 十 下 万了 宁

十 卫生二五‘ 一 。

奥
二 。

口了

鲁
十

令鲁
十

夸 于骼
十

争
一 。

令
十

今
一

会
二

和边界条件
, 。 , , 几

用位移表示的简支边界条件为
“ , 。 , 。 , 、

“ · ““ 二 一

瓦厂“ ” 、名 一 ” , ‘ ,

。

位移一应变关系为
、 二

鲁
, ‘

、 ,

令备

“ ,

二二

一
,

卫生
价

骼
, 。 ·

鲁
。 口“ , ,

口
,

’

甘了 。

。

如
,

梅 二 石万 十 下 石石一

。

应力一应变关系为
,

又 , 。 , 久 。。, , 又 。

殉 ‘ 妞 , 二 “ 丫
二 , “ ‘

。
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口“ 口
,

百西一 十 花
气少 几 了

里‘
,一犷

十

护

护 一
口

,

口胜
其 中

’

在各层壳的连结处
,

应满足位移连续条件

二 十 ‘ , 劫吞二 即二
十 ’, “二二 ‘二

十 ‘ , ,

⋯
, 一

和应力连续条件
二 叫

辛 ’, 二 二

斌之
一

‘ , 。二 方
‘ ’二 , ,

⋯
, 一

将
·

式代入
·

式再代入 式可得到以位移分量表示的平衡方程

‘

以
‘

、‘‘‘,夕鲁
十

、、
,

一

叫仁鲁
一 。

鲁
。

义十 器 呱 十

御备一
。

口
“

一石二币
口之 一

只

会
十 贫 一 ,

豁
一 。

寻一址一己其中 ,
口

厉了 」
口厂

口
万万百丁

采 用胡海昌的方法 叫 ,

引进位移函数 字。、 华 、
华 ,

使得

口
从 巧万 勿 十 癸 十

双夕 甲 , 切 一
。一创一

“二 二

德红器
十

鲁
将 代入 。可得 已分离变量的一组偏微分方程

杂 告鲁
十

六杂
上 旦云卫鲁

一 。

纯
犷

刁
二 口 卯、

尸 灰厂
十 昼二夕 。沙 二

工 粤生 典通擎 十

犷 一 日乙

仃
·

之

只十 一 户

几 万一

口 伍
。

一 声一蔚
之 ‘

一

十塑夕塑卯

考虑到 式及简支边界条件
,

‘

设

笋。 。 , 之兀之

一万一“ 粉 口

犷 , 吏 刀宕兀

币一 口

甲
月兀 之

一厂一 夕

其中
, 爪 为失稳时轴向形成的半波数 , 为周向形成的半波数

将 代入 式可得
十

令几 兰二 一

‘ 一

汀 、 、 。

一了一 、 ,

君 工 ”

气, 亏 十

” 汀

,

』 二

了 十

令
卜

万 十

”

上哩处之
只

兀

这是一组虚宗变量的 方程
,

其解为
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。
。

撰。 ” 沉。

, 协
,

川

二 , 。 。 二

其中
, 、 、 、 、 、

为积分常数

。

优二半
一

勘‘一 。 , , 。 二

鄂
, 一

试了 ’

将 代入
一

再代入 可得位移
。, 一

修
〔‘

,

优
。

。 ·, ‘
·

。 · ,
·

‘ · , 〕

带〔 ‘
, 。。, 。 。。 , 〕 ‘聋黔

。“

。‘二 一

伴
〔

,

、 , 二

‘, , ‘ 。 卜
,

‘ 〕

十

李〔、 , 。。 。、
, ” 。 〕飞华拜

。 。

《少 户

。 一

‘
〔

, , , , 。

协 、 〕 〔
, 。

尸、
,

。 · 〕

平
。

罕
”“

‘

一

简支边界条件 已得到满足

式代入 式再代入 式可得到用位移函数表示的应力分量
一

瑞音丁鲁
· 。〔

一

令影
·

、
一

告箭
甲 ·

归
一

备畏井
, 、、

探黯已 。 十

令瓷
一

青鲁〕
。

箭豁鸿产 。 早斋

由

连续条件

门 少
, 、 一

鱼
, 、 、 ,

上了中。

飞幸病歹 勿 卯
一含俞伽 甲, , 介箭矛

告鲁
十

条
之嗜笋〕

一
卜

“

、

和边界条件
· ,

并注意到应力连续条件
·

和位移

式
,

可得积分常数的齐次线性方程组

〔 。 〕

〔 。 〕

〔 。 〕一

〔 几 〕
,

〔 几 〕

〔 , 〕

。

〔 ‘ 〕‘一 〔 ‘ 〕

〔
,

〕‘一 〔 个〕‘ “

〔牙 〕一 〔附什‘ 〕‘十 、

〔 ‘ 〕‘一 〔 乡〕‘

〔 ‘ 〕‘一 〔 ‘ 〕

〔 ‘ 〕‘一 〔口 ‘ 〕
,

、

‘ ‘’ , , ”
’ , ’一 ‘

。

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



第 期 戴涪陵等 多层圆柱壳在轴压下稳定问题的数学弹性力学解

卜扮
尹‘胜、‘

其中
〔 , 〕 长式 ‘ 。· 犷 , ,

母
阴。 ‘“‘一

犷 , ,

笙 护
工

子
了、 ” 、 ,‘ 声 一 —阴 二阴 。 , ,

了里 二 ‘一 众
龟 , 叮

一
二戈 , 一一

、

丁 行‘

产‘、厂卫,气

十

〔令卫群
乙

〔芳
十

镌旨鱼

〔令里会夕
,

‘晋冷

鄂 、 。 ‘ ·,

卜鲁 〔。 ‘ ·,

〕二

竿
。

切
, 上胜三双

‘ 一 ,

〕王

〔 ‘一 , 〕,

〔命
‘

·

‘。。‘ ·

小 命
·

‘切 。‘ 一 ,

〕
、

·

〔镌旨鱼
、‘二‘ 一 ,

〕
· 一 执

‘

切
·

二‘胡 ‘·了,

〕
‘

〔。 ‘
二‘ 云 , 〕 ‘ 〔一 。 ‘ 二

‘

户〕 ‘
从汀之 门

刃
‘

一

〔 ‘·, , 〕产 呼
‘二‘, 。‘一卜

几
、,

、

〔
一

鲁 二‘川
’‘

啄
‘ ‘ , ’

〔青
·

‘仍 ‘ ‘,

〔青
‘

·
从 ‘ , ,

〔音
·

川乞‘ , ,
’

普
一

粤云产竿
’ ,

。 二。、 ·

小
一

等
·

等务鄂
’ 二

。 。‘ ·

小
” , , , 、

、。

万爪 , · ·‘优“ , ’ 七‘

〔 〕一 。

, ,

〕
‘

叶
。 。、·,

〕
。‘

〕
〔一 。 , 、、二。 ·, 〕。‘

‘ ‘ ‘ , 〕 ‘ 〔一 , 〕 ‘ ‘ 阴兀之

一了一 日

几几双公呱呱

〔 , 〕, 二 〔。。 , 二。。 , 〕 〔一 。。 二。。‘ , 〕
,

、,、产、户、
一

与,’

, 。 ‘ ·,

〕 ‘

一 卫
。

了

‘。 了 ·, ,

〕
‘

一

母
。 。 ,‘ ·,

一

母
。 。 、 ·了

于罕
,‘ ” ”

、产、

十

〔砂‘·, , 〕‘ 王〔夕宕鱼
, 。 ‘ ·,

〕。 〔专色
。 。 ‘ ·,

〕
〔‘

。 。 ‘ , 〕 ‘ 〔
。

‘。 , , 〕 ‘ 。。

竿
”·

© 1994-2009 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net



固 体 力 学 学 报 年

式为 阶超越方程组 , 关于待定系数
,

⋯
,

左 ,

⋯
,

⋯
, ‘

是 线性

的 该方程组具有非零解的充要条件为其系数行列式等于零 由此
,

通过试算的方法可

求得两端简支多层圆柱壳在轴压下
,

以不同形态失稳时的临界载荷和屈曲半波数

为了尽快求得所需的结果
,

变化参数 即临界载荷
,

等于艺
‘ ‘一 ‘一

其 中
,

‘ ’
, ,

⋯
,

之间的关系式见 式 和 。 可以板壳理论算得的值 为 基 础
,

分别代

入不 同的数值进行试算 使得行列式的值最接近于零的那一组试算值即为所求的解答

式的系数矩阵为聚辑在主对角线附近 的稀疏矩阵
,

经过适当的处理用高斯消去法

将行列式化为上主角形矩阵
,

可求得行列式的值 另外
,

还可采用文献〔 〕中的方法
,

将超越函数展开成幂级数
,

最终得到求解临界载荷的方程 隐式 不过这种方法当壳的

层数较多时很难奏效
,

因为这时级数的项次甚多
,

数量级的大小不易区分
,

不如直接用

数值计算方法来得方便

四
、

三层圆柱壳的轴对称失稳

轴对称失稳是 圆柱壳失稳的一种特殊形式 这时
场 , 沁 二 夕‘ 二 , 甲。二 在

’

一
考虑到

·

式
,

令
·

式中 可得求解三层圆柱壳轴对称失稳时的临界 载荷和屈

曲半波数的方程

·

今
’ 。 。

『

。 。
】

。

。 , ,

“ , 仓
, ,

。。

。 。,

。 , , , 。 , , 。 , 工 , , , ,

。 , 。。 , , ,

犷。。 。, 。。 。, , 。 。, , 。,

。, 。 。, , 。, , 。, 。 , 。, , 。 。, , , 妇

, , 。 , , , 。 , , ,

, 。 , , 。 。, ,

其中
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、

,,,,
、

·,
, , 一 卜合 半 ‘。 一 , 一

鄂‘ ‘。蕊 一 ,

卜瓷 竿
。 阴 一 , 令

脚 一 ,

一 卜会 平 ‘。‘。 一 , 一

令‘ ‘ 一 ,

卜会 半
。‘川 一 , 鲁 ‘ 一 ,

一
‘一

会
。 ‘ ‘ 。 , ,

一
川 , 巾 , 。 , ‘ 一 川 , ,

户 。 , , , , 。

一

令‘ ‘。 一 , ‘一

合 半 ‘。 阴 一

鲁
川 一卜 卜音

一

竿
’ 。 。 一 ,

一

令‘ ‘。 , ‘一

会 咬竿

鲁
。 一卜 卜会 ‘竿

。 阴 ,

。 , ,

阴 , , 、 ,

力, 、 了 汀 、

—
工火 夕 一 气 一 乡气 、一下一

、 了

” 名

。 阴

一

令
。 卜 卜贵 竿

’ 。 。 一

阴 , , , 、 ,

办, 、 , 明兀

一
贬阴 少 一 气 一 嘴娇一 气一二

’

‘ 了

” ‘

。 川 ,

一

肠 一

一

鲁 ‘阴 一 , 一 ‘一

会 粤
。 。 ·,

‘一

会
‘阴 一 之 一 ‘一

会
拼 ‘。 一 ,

阴 , , , , “ 一 阴 , 明 ,

一 ‘一

会
脚 ‘, ,

, 。 ‘一

会
。 ‘ ,

一 阴 , 阴 , 一。 阴 阴 ,

, , , , , , 。 一 , , 阴 ,

脚 , 阴 , , 。 一 川 , 明 , ,

一 巾 , 。。 阴 切
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第 期 戴 涪陵等 多层 圆柱壳在轴压下稳定问题的数 学弹性力学解

五
、

算例和讨论

三层圆柱壳的各种物理参数和 几何参数列于表
,

按 式算得的数学弹性力学

解和按文献〔 〕夹层壳理 论 式 算得的结果列于表

表

汉汉汉
万‘‘ 君。。 梦梦 止止

, 工

火

火 义

又

又
。

理

表

议
夹 层 壳 理 论 解 数 学 弹 性 力 学 解 相对误差

临界载 荷 屈 曲半波数 临界载荷 屈 曲半波数

纽

只

又

『‘、 , 一 么
、

二卜 夕 夕
、 、 ,

二 。 、
、

、 , 山
、

‘ , 二 ,

让 达 里 , 物 并 软 呵 夕 二 乙 夕‘汀 一 八
一

口 共 甲 ,

万尸 几三 王厂 · 下「异 叮 川 以 犬 厉 冗 理 叱 腾 刀 全 灿 匹 拌 刊 鸽
二 ‘ 工 乙 ‘ ,

算值
,

逐 次迭 代修正 , 直 至 式 得 到满 足 或 近 似满 足

由表 可以看到
,

当三层壳的两表板较薄并且其儿何尺寸符合薄壳情况时
,

用夹层

壳理论算得的结果与数学弹性力学解的差别不大 见
,

当三层壳 的 几 何尺寸为

厚壳时
,

差别较大 见 当三层壳的表板 相对于夹芯 较厚时
,

其 结 果 相差也较

大 见

通过算例可 以看出
,

本文求解多层圆柱壳临界载荷的方法不仅理论上严格
,

而且实

际应用起来也不 困难 多层壳层数的增加相应于求解临界载荷的行列式阶数的增加
,

这

对于计算程序的形成没有带来很大困难 本文将多层壳视为弹性组合体
,

对于壳体的几

何参数和物理参数没有 限制
,

只要属于弹性失稳的间题
,

本文的方法总是适用的
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