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提要 本文提出了川有限元进行结构静力 与动力分析的一种新算法 使币之种谁法可以

避免大拼阵远潭
,

直接求得预先指定的未知数
,

或把结构为刚度
、

质量
、

阻尼及载荷凝聚到为数

很少的控制自山
’

望卜
,

得到结构的凝牛运动方程

关键词 有限元
,

静动力分析
,择要凝编

,

凝缩运动方程

一
、

引 言

为了降低结构有限元分析的存贮需要量及计算费用
,

有限元分析巾 炭刑方程组的解

法不断改进 文献 中提出的方法能够取消计算机内存客量对解题规模的限制
,

因而总

存贮量及运算时间的节省成为有限元计算方法研究的 性攻方向之一 结构彼离散 化 以
后

,

未知数是很多的 但工程上感兴趣的未知数只有很少几个 如最大变形处的位移
,

应

力集中部位的应力等 结构的动力响应虽然是整体特比
。

但有实际意义的只是低领动力

特性 右
一

激振力频率的上限确定以后
,

整个结构的运动可以由少数几个点的运动习翻之表

因而
一

可以集中研究这几个点的运动情况 然而
,

迄今使用的各种算法没
一

仃区创未知数的

重要程度
,

因而存贮需要量与运算量往往很大 木文在能将结构化整为零的多 重子结构

方法的基础 仁
,

提出分段消除一般未知数
,

逐步分离出求解重要未知数听需要的数据
,

从

而降低存贮需要量与计算费用的方法

有些结构的质量比较集中
,

文献 〔 中指出 了将刚度矩阵凝缩到集中质 最点 曰自方

法 州乞杂结构的质量分布往往比较分散
,

激振力井非只作用在集中质景点 匕 选择什

么样的点作为代表结构整体运动的控制以 如何把其它点的质量与激振力转移到控制点

么还是
一

个有待解决的问题 本文将对这些问题进行讨论 并提出避免大矩阵运算
,

直

接得到运动方程的计算方案

二
、

段和段的平衡方程

为 了逐步消除一般未知数
,

假想结构本身或其子结构被 一 个内刘面划分为 , 段
,

见图 使用有限元方法
,

连续体被离散化
,

结构内力的平衡是通过节点力平衡来保 正的

本文 多年 月 日收到
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因而各段之间的连接通过内剖面上的节点实现
,

和杆系结构的连接方式完全相同 设第
‘个内剖面中的节点位移为 二 , ,

离散到节点上的内力为
,

在弹性阶段或在一个增量

范围内
,

剖面内力或内力增量与位移或位移增量呈线性关系
‘ 一 , , 。

刃月
主 一

‘口苦几户月几

曰曰目
, 砚

门日日

如果式中 仃
, 。 与 是已知的

,

第 剖

面可以被作为在节点上受弹簧支承的弹性约

束边界 当节点位移 被固定时
,

弹簧力

为
, 。 ,

当 “ , 中第 护个位移为
,

其它位

移为零时
,

节点位移方向上的弹性反力等于

口,矩阵的第 列元素 因而 口 是弹簧常数

矩阵 这相当于杆系结构计算中的传 递 矩

阵 因而杆系结构分析的有效方法 —传递
矩阵法

,

同样适用于连续体结构的有限元计

算 下面称其为第 云个剖面 的弹 性 约 束 方

程 考虑弹性约束边界
,

第 段的总势能为

一 卜一

图 子结构及其分段

一 生 “

不
,

‘ , , 委全
‘ ,

含‘
一 ,了 ““

‘
,

一含一 ,
了一‘一 , 一 ‘一 ,

· 一 ,
, 。

, 一 一 ,
· ,艺一

, 。

,

式中 凤
,

,
,

反 十
,

是第 段刚度矩阵的子矩阵 由于 引起的应变能分作两部

分
,

在第 ‘段中的部分对应 元、
,

在第 段中的对应 元、
, 尸 、 为第 段中外载形

成的节点力

由最小势能原理可得到第 段的平衡方程
、 ,

,

丁
, ,

、 一 ,

‘ 一

‘“ , ‘

尸 , 一 了, ,

, , 。

如果 、与 , , 。
是已知的

,

令 尺 、一 厦, 十 , , , 一 尸‘一 , , 。 ,

方程 可以写为

、
肠

、、

一一

、、

, 、

三
、

结构静力分析的择要凝缩过程

使用通常的多重子结构方法
,

分段计算避免了大矩阵运算
,

但减少不了需要存贮的数

据总量 因而在分段计算的过程中
,

还应将有关重要未知数的数据分离出来
,

及早消除一

般未知数的影响 由于图 中第 剖面是外边界的一部分
,

如果没有约束存在
,

可以认为

口
, 一 及

, 。

则 尸 ,

平衡方程为

由式

孟
,

,

,

“‘

卜 艺
‘

‘ 户 ‘ 了

,

。 一 一 丁
‘

圣 了‘ 一 厌 “ 受
, 。
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进而由式 得

九
, 二 叉 “

, , ,

圣均
, “ , 。

元 “ “ , 。

式 即是第 剖面上的弹性约束方程
,

因而暂时保留 与 沂
,

以便进行第 段的计

算

设 “ ,

的重要未知数为 云
,

川 与 “圣对 中相应的列记为 反
、 云圣对

,

则有

云 万圣“ 云
, 。

保留 厨 与 武
。 即能求得 石

,

其余数据没有保留价值 第 段计算完成以后则有
二 。 十

, 。

“ , 。

由式 及式 可得
云 万 “ 云圣

, 。 石 刀 万圣
, 。 云圣

, 。

石考“ 云
, 。

记 “ 中的重要未知数为 恤
,

可从式 中选出相应的数据
,

从而得到
反 一 万 “ 丽

, 。

将 石 与 云 合并起来记为 获
,

民 与 反 合并起来记为 跳
,

武
。 与 毛武 , 合并

起来记为 截
。 ,

则第 段计算完成以后
,

有用数据只有四组 反
、

裁, 、 、

几
, 。 ,

前两

组可用来回代 石
, ,

而后两组是第 段计算的已知边界条件 一般地
,

第 段计算完成以

后
,

有
寿、 一 万

‘ “ ,

斌龙
‘

及
一 , 一 。‘

, “ 、 ‘ , 。

第 段的平衡方程为

一 “

二“
·‘

矛 十名

一 犷
‘

夕 、 〕

村
、‘‘脚阶

哎、,、飞
。 护 犷
、‘

“
‘

公
‘ ”十 ’

、 一 十 」 二、 口十刁

将式 代人上式消去 、 , ,

则有
,

, 矛干

于
, 、

从而有
“ 杏丰 ‘ “ 丰里

, 。

以及

, , , , ,。

, 一 , , 。

、 一 又、 , ‘

材 一 一 浑
,

了

丰
, 。
洋

, ,

夕, , 一 元 , , , 、 , 召 幸贾
‘ , 。 ‘ ,

, 。 丰圣
, 。

计算公式分别为
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由式 与式 可得
兹‘ 一 万 “‘ 斌絮

其中

石
, 一 若

‘

扮

斌梦 决
十‘ “二就

, 。 十 斌努

从而有

森 ,
寿

杯

一 且 丰 “ 十 斌拭

式中

万 材 一
反们

石 转

,

毛斌拭

式 与式 中的系数矩阵是第 十 段计算完成以后的有用数据
,

其余数据不必

保留 各段的计算是递推的
,

计算公式见 巧
, , ,

最后将有
在。 一 万瑟

‘ 。 , 、 彩龙
‘

, , 一
。 “ , 。

如果这 。 段是一个子结构
,

么
十 , , 。 、 , 。 分别是其边界刚度矩阵及等效节点力 万犷

,

与 粼芳 则是回代数据 子结构方法要求保留全部 川 及 “岸
,

否则需要重新计算

现在则只需要保留与重要未知数有关的部分 重要未知数越少
,

越能节省存贮与运算

如果第 , 十 剖面是外边界的一部分
,

各节点位移 节点力必知其一 因而可通过
式 求得 “ ,

或 九十
,

按照式
,

可直接求得全部重要未知数

需要指出
,

式 相当于以子结构边界为单元边界的单元平衡方程
,

因而子结构可

以作为一个超单元与其他单元装配 将式
,

中的系数矩阵存贮起来使用
,

可以省

去相似子结构的计算 由于回代数据减少
,

建立子结构数据库是很经济的

四
、

结构凝缩运动方程的形成

一些文献 〔一 已经指出
,

结构上几个代表点的运动情况可以表征结构整体的低

频动力响应特性 因而可以引人下述假定

定义 对结构的部分自由度施以刚性约束之后
,

若其最低固有频率远大于激振力频

率的上限 。
。,

则称这一部分自由度为一控制自由度组 相应的位移称为控制自由度位移
,

并记为 头
,

其余辅助的位移记为 “ 。

由于在结构上增加新的约束后
,

其最低固有频率增大
,

故有以下推论

推论 控制自由度组中增加新的自由度后仍为控制自由度组

以后在讨论分段凝缩时将会用到该推论

下面先讨论在控制自由度上施以刚性约束后结构的运动方程
,

并考虑强迫振动情形
,

。 。

对“ ‘
口

一
。

式中 翻 与 二 分别为刚度矩阵与质量矩阵 按照线性振动理论
,

如果该系统的正交归

一化特征向量作为列向量组成的矩阵为 △
,

固有频率为 。 , , ,

⋯
,

的
,

则有
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△ 。△ 一

△ △ 子

并且按照控制自由度的定义
,

应有

。户 。后

记 “ △ , △
口

一

将方程 中的弹性力
、

惯性力和激振力向量投影到特征向量构成的坐标系中
,

则有

△ “畏“
“

△ ‘召 一 △ 岛

利用式
,

上式即是

△ 戈户 “ △ 翻 △左科 一

利用式 〔
,

方程 可写成分量形式
‘。

子‘ ‘ 一 , , ,

⋯
由式 知

,

即使激振力的频率达到其上限 。
。 ,

方程 左边第二项与第一项相比总

是高阶小量
,

因而可以略去 水 , ,

得到
。萝“

,

一 、

写成矢量形式后
,

式为
。了 “

利用式 与式
,

上式即是

△ 。 “ 。 △
。

故有 二 “ 。

将上式与式 对照
,

可以得出

推论 在低频振动中 , 。。 ,

惯性力 一 凡 与弹性力 , “ 相比可被忽

略

当在控制自由度上施加刚性约束后
,

结构的最低固有频率越高
,

略去辅助自由度上的

惯性力所引入的误差就越小 因而选择控制自由度组的原则是

如果在某个自由度上施加刚性约束会比在别的自由度上施加刚性约束更能提高

结构的最低固有频率 该自由度应当选为下一个控制自由度

控制自由度的个数应当逐步增加
,

直到控制自由度组能使结构的最低固有频率

远大于激振力的频率
,

通常使 。
。 。 即可

因而
,

在结构运动方程

之勿 扮 盘 黝
一

令 ,

中
,

若考虑辅助自由度上的平衡式
,

‘ 可被略去 。 为非对角质量矩阵
,

使

用集中质量法时为零
,

因而 耐乳 ‘
。

也可被略去
,

从而

毛。
。

一 百三 百
。 “‘ 霜王岛

故

毛“ 一‘甜 百夭“ 十 尺韶信
。

在考虑控制自由度的平衡时
,

以上略去的量未必是小量 由于刚度系数
。

通常比

较大
, “ 。 的微小差别都会对控制点平衡产生较大影响

,

因而我们将 式 代 入式
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,

找出更为糟确的位移表达式
““ 一 韶 荟

。 ‘

盆
。

一 韶 否
。 , ,。

对‘ 盆 百
。

“ 一 盆
‘

君 乙

将式 与 代入式
,

可以得到结构的凝缩运动方程

当已知振动频率的近似值 面 时
,

用 一 护 二 代替式 一 中的 可使凝缩运

动方程更精确 特别是
,

若使用准确的固有频率
,

通过凝缩运动方程求得的相应固有振形

也是准确的

通过方程 进行凝缩必然要涉及大矩阵运算 因而需要讨论如何分段进行凝缩

记第 段中的控制自由度为
,

辅助自由度为 “打
,

与第 段共有的自由度为
, ,

则有
、

扣九
护之、

一一

、‘尹

」公
目“︸“二“性少、

、·‘

竺
·‘

,

‘

·

、

凡
,

·

‘

‘

斌

““邵
‘,‘

一

依照推论
, “ , , “ 及其余各段的自由度一起必然是一个控制自由度组 将

枷 与 价 作为式 们 中的 绮
,

可以消去 为
,

得到

赓二聂
,‘

罄 二奢
,

一 爪
繁
。

该方程与第 段的平衡方程

最
,

霎
,

暖
,

黔
,

〕卜
”

万
‘

联立
,

能消去 九 联立方程中还含有控制自由度 耘
。

将第 段内 “ 中的控制自由

度与 “‘ ,

合并记为 “ ,

可把联立方程写为方程 的形式 一般地
,

这个过程进行

到第 云段时有

「
。 , ‘

脚 了 凡
‘ 「材

‘ , 了 么
、 。

,

, , , ,

嘴阶
,
佘

‘ , ,

从
,‘ ,

褚风
‘

卜一 褚易
,

卜 、

尺 , , , , , 、 , , “ , ’ , ,
, 材 , ,丫 , 厕 ,。 ‘ , , ,

上式为段平衡方程的一般表达式
,

我们由此导出分段计算的递推计算公式 与式 的

情形类似
,

由式 。 可得
。

一 一 孟
‘。 , 百

, , , 一 二
,‘ , 于

, 。、 “ , 孟‘
。 , 岛 ,

一 一 孟
, 。 , 否

, 。 ,

户“ 孟 ’
悦 全 孟几丈岛 全

, 一 一 孟
‘。 , 丁

,‘

。 一 孟
‘。、 于

, 、

一 一 孟
, 。 。, 。

则有

毛几
,

民 ‘、 ‘ 尹

将上式代人方程 。 ,

可得

戈“
。 , “‘ “ ,

麦 , “ 十 , ‘ ,

十 , ‘ , “ 十 。 ,
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将上式 与式 犯 代人式
,

任
· 了

,‘

丈
,

,

一 尺
, 。

“ 声
,

‘
·

,
之任

一一

、‘、尹·

十
呻“︸“之卫

其中

十
, 。

又
, 。‘一 尺

, 。 尺‘
, 。、召

、 一
,口

,‘ , 杯 , 。

十
, 。 ,

城
, 。 ,

‘ , , 丫、 , , 。 , 。 , 。、 口 , 。、刀

、 一 , , , 。 , 对 、
,日

众众众

万 一
。 , 一

。拍 , 一
。, 。 , , 一

。 , 。 , 刀了 ,

挤
‘ 一 一 ‘ ,。‘ 一 十 ,

一 对
。 , 。‘ 了 ,

当已知频率近似值 历 时
,

仍用
, 。 , 一 扩峨

, 。、
代替式 中的 弋

, 。 , ,

以使提高凝缩

运动程的精度

式
,

可与第 段的平衡方程联立消去 几 圣 这种计算 可以逐段进行下

去
,

直到消去所有的辅助未知数
,

从而得到凝缩运动方程

欲
, 、 。。、 蔽

。 、 ‘

一 乙、 ‘ 弓

如果有阻尼存在
,

阻尼矩阵的处理与质量矩阵完全类似
,

不再赘述

在上述分段凝缩过程中
,

同时涉及的自由度为一段的自由度及控制自由度
,

因而各矩

阵子块的阶数都不高 由于凝缩运动方程的个数等于控制自由度的个数
,

系数矩阵的体

积都很小了 无论用振型叠加法或逐步积分法进行动力分析都容易得多

五
、

几 个 算 例

择要凝缩算法已经通过有限元分析程序系统 《 》得以实现 在中厚板裂纹尖

二 工

共 工

刀二

之

二

图 近海采油平台导管架管状接头

求解总体平衡方程
,

存贮数据将超过
‘

端应力场的计算
,

涡轮发动机轴弹塑性

分析和其他一些工程问题有限元计算中

取得了满意的结果 海洋平台导管架空

间多分支管接头的应力分析是 一个典型

的例子 这种管节头是空间壳体组 合结

构
,

见图
,

几何形状与载荷都比较复

杂 图中 为主管的长度
,

为主管外

径
,

月为主管与支管直径比
, 丫 为主管孚

了 径与厚度比
, ‘ 为主管与 支 管 厚 度 比

,

为最大应力与支管平均应力

之比
,

该管接头离散化以 后 共有 个

节点
,

个自由度 若用直接解法

护 个 但工程上只需要管子交线附近高应力
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梯度区的应力 这些区域的节点只有 个
,

个自由度 本文将支管作为子结构
,

最后将各子结构作为超单元装配起来 每个子结构共分七段
,

每段 个单元
,

个自

由度
,

分段计算时每次只需处理 阶的代数方程组 各段通过段间剖面上的结点相联

因而
,

每个剖面好象由一个弹簧系统通过 个节点支承着
,

弹性系数矩阵
, 的阶数为

用《 》程序系统计算
,

回代数据只有 一 个
,

不到总

体刚度矩阵非零元素的十分之一
子结构回代数据的减少便于设立子结构

·

数据 库 节 省 相 似 子 结 构 的 重 复计 算

《 》程序系统计算了一批海上采油平台的导管架管接头 使用子结构数据库能使

计算时间减少到原来的三分之一左右
,

对图 所示的管接头
,

使用 一 计

算机
,

计算十种加载情况只用 时间 分钟
,

而通常的计算要花费 分钟以上

计算结果表明
,

使用择要凝缩算法的计算结果与普通带宽算法的结果比较
,

两者几乎

完全一致
,

微小的差别是计算机的截断误差

图 杆的有限元单元划分

图 为作纵向振动的杆 作为凝缩运动方程的一个例子
,

取杆长为
,

截面积
、

密度

及弹性常数均取
,

若等分为 个单元
,

单元刚度矩阵中 凡 一
,

凡 一 从
, 一

一 质量矩阵中的 对
, , 一 对 一 生

,

材 一 对
取图中第

、 、

三点作为控制

点
,

用本文提供的方法可以通过三阶矩阵运算求得凝缩运动方程为

生

矛口三卫月月、,、

一一

、
‘
﹄“︸“﹄“
矛,,、

飞

巧一一

一一

一一

一

一月叮

十

、

一

一

其固有频率值见表 若用一阶频率近似值 面 按照公式 进行凝缩
,

则凝

缩运动方程为
。
·

一
·

’ ,

一 。
·

‘“
·

一

一 焦
一什口人

十

、‘、矛
“““、
、

这时求得的一阶振型与理论解相差不到 务 表中还列出取第
、 、 、 、

五点为控

制点的计算结果

另一个例子是四边简支方板的凝缩运动方程
,

图 为一个四边简支的方板
,

划分为

个 节点等参厚板单元 仅取中心点的挠度 五为控制点位移
,

用《 》求得的凝缩

运动方程为
, 乃 万
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一一 两

表 固有频率对照表

的 阶 二 阶 阶

。

。 ,
。

下

。
。

数一一﹂毗一一一
,控一一一

理 沦 解
。

求得的固有频率近似值 面 少
,

只比理论解
‘

大 务 本例说明
,

选

酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬酬卜卜卜一
择很少几个自由度为控制自由度

,

即 可得到

足够精确的计算结果 复杂结构的自由度很

多
,

控制自由度所占的比例就更小
,

使用凝缩

运动方程更为有利

六
、

结 论

图 四边简支板的有限单元划分

出动力响应

择要凝缩法能够直接得到重要未知数

的值
,

可以大量节省存贮空间
,

因而能够通过

建立子结构数据库进一步减少运算时间
,

并

且不降低计算精度

本文指出了控制点的选择依据
,

导出

了质量矩阵 与激振力的凝缩公式 因而得到

的结构凝缩方程既可用于模态分析
,

又能求

本方法便于编制装机容量小
,

解题规模大的通用 算机程序
,

也适用 于在微机 仁进

行大型复杂结构的有限元分析

本文是梁乃刚同志博士论文的一部分
,

两位作者共同编制了计算机程序
, ‘

范成 了数值

算例

作者感谢李敏华研究员的指导与鼓励
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