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提要 本文利用 翻 坐标系下 弹塑性大变形基本公式及分叉屈 曲 的 理论
,

采用有

限元数值法
,

探索平面应变条件下具有幂硬化弹塑性材料
,

在不同位移加载参数及不同原 始孔

洞体积百分数下
,

材料内部空洞的长大
、

剪切分叉 以及材料宏观力学行为 计算结果 表明
,

宏 观材料的软化
、

塑性可膨胀性
、

内部损伤的发展 以及剪切分叉的临 界应变值等
,

都与加载

参数
、

原始空洞尺度有着密切的关系
。

一
、

前 言

二相粒子在材料韧性断裂 中起重要作用 塑性流动时
,

当材料中的基体与粒子之间

的介面应力达到一定水平时
,

粒子首先与基体脱开形成空洞
,

试 验 结 果 表明
,

粒子的

尺度效应是明显的 川 随着空洞的扩大
,

空洞之间韧 带的缩 小
, 空洞将会相互聚合翻连

结 此过程虽然不能完全排除空洞长大到韧带尺寸消失的这种聚合模式
,

然 而 和

周 的试验表明
,

当空洞长度长大到接近于 空洞之间距时
,

聚合就发生了 因此对

聚合的物理过程的 解 释 之 一为 多孔介质在塑性流动中产生分叉屈曲
,

分叉屈曲引起

变形局部化又加速
一

了大量次级 空洞萌生
,

长大
,

从而导致最后的聚合和 开 裂 侧 , “ 由

于平面 应变条件下分 叉 引 起 变形局部化要比轴对称条件来得早 冈 ,

因此通过超高强

度钢的平面应变试验使人们清晰的看到 了剪切分叉的形貌

利用 盯 吕 的多孔材料的本构关系研究了均 匀连 续塑性可膨胀和

软化材料的剪切分叉
,

结果表明材料的软化及可膨胀性使分叉点的临界应变值大大提前

了 的本构关系虽然 已考虑到三轴张力对空洞萌生
、

长大以 及空洞 沐积百分数

的影响
,

但是它并不能反映在各种加载条件下
、

各种空洞 内在的儿何尺寸对宏观材料的

软化和膨胀性提供 真实贡献 利用 坐标系下的大变形理论
,

探讨了单轴加载平面应变条件下的弹塑性介质 中的圆柱形空洞的长 大 用

同样的方法研究了同类问题的剪切分叉
,

但是没有建立空洞长大与加载形式 以及损伤的

原始大小与分叉点的临界应变值的相互关系

本文利用 坐标系的塑性大变形有限元方法 。」,

对于 同 样 的 平 面应变问

题
,

平行的探索了双 向在不同的比例应变加载参数控制下及不 同的原始空洞尺度下

本 文 于 年 月 日收 到
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空洞长大的规律 以及宏观材料的力学行为 基体呈现幂硬化的多孔材 料
,

分 叉点的

临界应变值

本文可为多孔介质当作均匀连续体处理时
,

其本构关系中软化和可膨胀性等有关参

数提供一些参考和依据 同时对多孔材料的分叉而导致聚合的条件作进一步的了解

二
、

基本理论和公式

平面应变条件下多孔韧性材料的力学模型如图 所示 圆柱形空洞等间距分布在弹

口卜
目

—州

饰
塑性基体材料中

, 。, 。
分别表示空 洞的原始半径及

空间距 图中 的 称之为芯体 它反映了整个块状材料

的全部尺寸关系

本文采用欧拉坐标系下增量型大变形分析方法 由势能

型泛函 万 的极值条件可 以导得
几 一 ’“ 给出的虚功方程

万 〔 寿 ‘, 一 , ‘ 一 巩 , ‘ , , 〕犷
时犷一

‘ ‘
气产

产︸

““ 一 〔丁 。乙
‘,

犷
合

‘,乙‘“‘

从 一 , ‘热
,

〕厂 丁夕
乙一“ 一 。

式中 六是 应力张量
‘

的 率
,

是应变速率张量 口‘, , ‘ ,

口 一
, , ,

认
口 ,了足 七 迎刀 锥 重

一 刀 、一 一石丁尸
。人

, 为 是物质点的瞬时位置矢量
, ‘

是载荷率

经典 一 增量型本构关系有

弓 几护‘ 几

式中 几 ‘“

,

下 〔
‘“‘ “,才十 丫

一 下

。 , 、

‘ , 一 口 一 一一 一一一一一下廿丁亡
‘ 。 , 乙 气

一

卜 少 ”‘。、

‘ 口声 吸 一 —一石下石一一一 已 亡
’

,
丈二 一 , 一

。 二 。 二

和
。‘ 。。。。二

或 。

当当,土八”︺

为弹燃量
,

。 为材脓黝助一峡毗卿雏量
, 。。 一

韶
,又,

一

备

“ , 一 ‘, 一

合
占‘, 。。。,

。‘ , 是 · 。、二 符号

把 式代入到 式中
,

有

“ 一

〔
。。几 “ “。 ,

一。、, , 一 “二
, 。‘, 了 ‘厂 一

少
‘、一 一 。

。

式展开时注意平面应变条件下有 二 , 。

基体材料的单轴应力应变关系满足幂硬化律
,

有
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巴 、

口 , 又

—勺
在。镇气

在 。 气

式中 为真应力 为对数应变 , ” 为应变硬化指数 几
,

‘ 分别为单轴拉伸 试 验材料

的屈服应力和应变

在双轴等比例应变加载控制条件下
,

基本路径的解应满足下列边界条件 见 图 脚

八
一一⋯

今

口

‘

‘
电电

广广

⋯
巴

⋯⋯
锹锹锹

,,

溯溯溯溯溯

, 二 ,

二 ,

,

刀 ,

在 二 , “ 二 一 。 上

在 上

在、 二 上

在 , 一

理。

上

在 , 二 。

上

‘

表示边界上平均载荷速率

厂、

表示边界上的位移速率 二 ,

利用有限元规范方法把 式 离 散化
,

可 以归结为解 认 有限速率平衡方程

最后

〔凡 , 〕 叭卜 尸

图 式中〔 〕为刚度矩阵 砂 为单 元 节 点 的速率

阵 尸 为单元节点的载荷速率列阵

对于一般弹塑性固体的分叉分析
, ’ 已经从理论上对

“

一致加载
”

的弹塑性 固体

在解的唯一性上作了详细的论述 李国深 “ 对势能型的 泛 函的二次变分的物理意 义以

及屈曲瞬间的
“

一致性加载
”

条件使用的合理性作了推论性的分析 归纳 起 来 弹塑性

固体稳定 性 判断可 以通过对势能型泛函的二次变分值得出 护刀 为 稳定 乙了了

为不稳定 护汀 为稳定限或屈曲点 屈 曲分为分叉型和极 值型 分叉分析 甲 是上

于
“

一致性加载
”

条件成立
,

即不考 虑 屈曲瞬间的弹性卸载

泛函 刀 的二次变分有

“万 一

〔
、 “。了各 ‘, 一 ‘了己二 各、

‘了己

耐
一

小
厂

犷

令 二 护刀
,

的驻值条件犷 可 以得到屈曲方程及相应的边界条 件
‘“

己釜 ”

表

示 的新变分 基于下列关系成立
, 、 二 ‘ ,‘ ‘

通过下标的置换可得到

各’ 一

〔
·, ‘各’ 乙 ‘, , 、 头 、· 、一 , ‘ ‘, 。。 , , 一 。, 。。‘ , ‘, 、。 ,

犷

屈曲时平面应变条件继续满足
,

故有 乙 , , 乙 二 乙 , 二

厂 二

、
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令 马 二

各

各 , 热 , ‘ 各仇 , ‘,

⋯等
,

式可 以简化为

〔一 反“·

仄 ‘·

瓦
‘ ‘,不

, , 一 。瓜
, 口瓜

,

〕
。

犷

在数值计算中
,

可 以直接利用 式离散化的速率型方程组
,

在满足一定的边界

条件下
,

求方程组的非零解

〔 寿 〕 叻广

显然这是一个本征值问题
。

三
、

变形控制加载参数及宏观材料力学行为

材料试验以及成型加工往往是由变形控制加载 基于微结构中空洞的均布和对称性
,

因此块状体远程区双向位移加载可 以有效的由芯体双向位移加载控制参数

设加载满足条件 ‘ 二 灿
‘ , ‘ 分别表示每次加载过程芯体

同边界上位移增量
‘ 二 ,

满足

刁

式中
,

表示瞬时 芯体的尺寸

,

两个边界上的应变增

反映出来

量
,

芯体不

等比例应变加载条件 式保证了应变张量的主方向不变积分才有意义 因此瞬

时的总应变可 以表示为
。 。 。

。 。

￡

。 , , 。 是芯体三个主应变方 向
,

代表了宏观材料一点的应变状态 该 点 的平

均应变 ‘ 及有 效 应变 乓有

一
￡。

了 气 夕

巴‘
兰扩砂 一 几

图 中分别垂直于 ‘ ‘ , ‘ ‘ 以及 ,
‘ ‘

平面上的平均应力表示为了
‘ ‘

, , ,

它们分别在三个不同的主应力方 向
,

因此也表示了一点应力状态
,

其平均应

力瓦 和有效应力 刃分别为

瓦 一

合不 瓦 玲

瓦一

寿〔不 一

玲
十 兀 一

玲 兀 一

孙 〕‘
由 式建立的关系表征了宏观材料的力学行为

,

它们与微结构中空洞

尺度
,

分布形式
,

基体材料的性能以及加载方式等显然有着密切关系
,

因此
,

由此而得

到的材料宏观力学行为实际上是微结构内在参数在宏观上的表现 这种关系可 以用来讨
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论那些不需要涉及到比空洞尺度更小的一些力学分析中
,

这是因为上述关系仅反映这些

内在参数的平均效果 特别需要指出
,

本文目前建立宏微观关系是基于整个物理过程中所
有物理量的变化是平稳性时

,

因此诸如分叉之爽的突变性现象一旦出现 , 那么 目前

一 式的关系是难以反映的

四
、

剪切分叉模式

对于图 所示的多孔块状体
,

其边界形状并不确定
,

这样的无限体只有讨论其体内的

分叉模式才有意义 而这种模式必须在多孔体内能重复性的示出
,

因此单个芯体分叉模

式的求解
,

必须选择满足确定边条的模式

的平面应变条件下的试验表明
,

当试件外部出现颈缩后不久 也称之发散

型几何分叉
,

试件内部的一定方向上突然出现了一些剪切 带 形 的条纹
,

带宽约 一
卜。 ,

而这种材料中的二相粒子尺 度
’

只 有 俘 ,

显然 这 是 一 种剪切分 叉屈曲现

象

为了计算得到剪切型分叉模式
,

对分叉屈曲的条件作如下限制 芯体的四个边界的
’

约束条件满足 图

刀 ,

戈 刀 一 ,

碗
, , , 一

, , 凡 一

一 刀 , 一 气 二 一 刀 , 一 月 , 一 碗

一 一 , 一 , 一 , 一

劣 劣

月‘︸‘

”

表示分叉型位移速率和载荷速率 以便与基本路径解的量有所区别

兮一 丫
一 、、一产尹 一 、

龟,口,

一

厂
一
了

乒、
,乙

一人一
、,

一

义

冬,, 产,,︸

犷﹄叭、产伪、产,
介二矛卜,,

,,、厂
,

,‘、
、、,

二
、 卜 一 一动

利用 式可以得到满足 式约束条件下的〔尺寿
’

〕,

在数值计算中
,

当 行列式

匹舀 的值开始变号的点就是分叉点
,

式约束条件下
,

得到的分叉模式如图

所示
’

计算模型是把整个芯体划分为 个 节点等参单元
,

而基本 路 径 的 解只需考虑
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芯体模型
,

相 比之下
,

分叉计算的工作量大大增加了

还需要指出一点
,

图 所示的剪切分叉模式 如果作为一种存在于带内的形态
,

那么

就出现 了带内外之间交界面上力的平衡和位移的协调不能严格被满足
,

因此这种分叉只

能作为一种平均意义上的剪切带分叉
。

为 了减少分叉计算的工作量
,

进行如下尝试 选取 芯体作为计算模型
,

采用 个

节点等参单元
,

直接通过计算机对图 边界节点位移的约束来调正基本平衡态的系数

刚度矩阵 〔 加‘ , 而得到〔 井二 〕,

用 〔 井二 〕代替 式中的〔 芯
’

〕
,

使之 求到的分

叉模式能尽可能的与图 一致 通过计算表明
,

选取对 图 中 厅 点 二 方向 位 移 的限

制
, ,

点 二 方向的位移限制
,

得到的分叉波形基本上满足要求 , 分叉点所对应的临

界应变值与整个芯体计算模型相比较
,

结果偏低
,

而最大偏差 基于实际材料的

不均匀和各类型的缺陷存在
,

理论计算的结果往往高于试验结果
,

一

从这个角度看来
,

目前这种近似处理方法是可取的

五
、

计算结果与分析

基体材料的机械性能选取为 。 , , 夕 泊松比
, ”

原始孔洞的排列为等间距月。 。 ,

孔径间距比值 尸。 。 ,

相应的孔洞体积百分数为
。 , , ,

变形 加 载控制参数

。 。

, 。

“ 一 ,

一 ,

为负值表示芯体侧向收缩变形

了 , 丙

口 一 。

〔凡广〕与
·

式 中的 〔 ‘户不 同 , 〔 ‘户是根据
·

式边条对〔 〕加 以限制得到的
, 而 ‘ 〕是

指尚未 强加 式边条时的系数 刚度矩 阵
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图 表示 加载控制参数 一 ,

芯体在 从
,

方向的平均真应力与 从 方向的工

程应变 ’
。

或者伸长变形量 的关系 曲线表明
,

随着原始空洞体积百分数增 加
,

爪
二

对应的应变值以及剪切分叉点对应的应变值都明显增高 在相同 。 月。 比值下
,

分叉点的应变值都要大于 兀
。 二

出现时应变值 倘如把分叉点作为材料中不同于 空洞

型的另一种损伤出现的标志
,

结果说明 原始孔洞径间比值
。 且。 越大

,

这种损伤开始

得越晚 图 曲线表示了宏观材料的有效应力讯 与有 效 应变取肉关系 如果把曲线上

直线开始转折的点视为宏观材料的
“

屈服点
” ,

则随着空洞百分数增加
“

屈服点
”

下降 曲

线上的切线导数反映了宏观材料的切线模量
, ,

如把负值
,

表示材料的软化
,

可 以看

出小孔洞导致材料的软化只是在一段应变范围内起到明显的效果
,

当孔洞长大到一定的

尺寸切线模量
,

由负值变成 正值
,

这表明
,

此时孔洞对材料软化不起作用 对于较大

的 原始空洞
,

除了降低材料
“

屈服点
” ,

对软化也不起作用
,

这点与 中心具有球形空洞的

轴对称情况有着明显的差别 〔’‘ ,

较小的原始空洞导致分叉点提前的原因
,

可能是由于空洞的曲率半径越小
,

造成空

洞周围的应力应变局部化越突出所致 分叉又进一步造成变形局部化
,

因此从分叉的角

度
,

可能在一定的孔径间距比值
。 。

范围内
,

较小的 。 。

值要比较大的值 造 成分叉

提前发生

瓦 ‘ ,

刀

尸 二

二

件﹄曰﹃﹂

⋯
‘心勺心

。‘

爪俪一不茄扩下俪
二 一

义 一

‘

二 一

图

图 示出了。。 一 气关系
,

曲线的斜率表示 了宏观材料的体切线模量 显然 二 的

直线仅仅表示了无空洞材料的弹性体模量 曲线反映出原始空洞尺寸以及空洞长大时对

体模量的影响
,

虽然基体材料仍然是塑性体积不变
,

但作为多孔材料的宏观反应却是塑

性体积可变的
,

这就是空洞的效应

图 一 是在加载控制参数 的条件下 得 到 的 即芯体 边在加载过程 中保

持不变 二 ,

这是一种单轴应变状态
,

把这里的结果与 一 相同 的孔径间距比

值下的结果比较
, 。时

, 二 方向的应力极大值 瓦
。 二

要高得多
,

而 应 力 极大值以

及分叉点所对应的应变值却要低得多 各种
。 。 比值下

,

分叉点总是在 瓦
二

之前
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出现 当 时
, 二 方向的应力变化极为陡峭

,

因为 方向变形的约 束导 致 方向

的变形只能靠弹性变形来提供所致 从图 曲线可知
,

空洞导致材料软化是明显的
,

这是

了
,

内
瓦 ‘

山人

而万份面丽片在丽心
·

口 二

习‘

对

二 。

沃

图

因为在较大的三轴张力下
,

空洞长大速 率 比 较 大
,

从

图 可以看出 时
,

曲

线的斜率较 为负值的大

由于 方向变形受 到约束
,

因此在这种加载控制下
,

应

变 集 中在连结两个 空 洞之

间的 韧 带 上
,

从图 可 以

看到
,

在加载过程中
, , 轴

向和 气 轴向的 应 力比值
,

随着变形增加
,

其值逐渐趋

于稳定 刀。 。 二 时
,

其

比 值 接 近于
。 。

·

时
,

当 ,

其它比值

介于之间
,

这种应力状态与

型尖裂纹前沿的应力场极

通衬时扑阶汗灯月啡月盯外门朴针
通

人斗,几乙‘,白︸︸氏

一
,

⋯
,

二

“

为接近
,

如果把裂纹前沿的材料视为多孔材料 , 那么图
,

就反映这种材料的宏观表

现
,

其本构关系中应该反映出应变软化和塑性体积可膨胀等因素

图 示出了在相同的原始空洞体积百分数下了 二 , 一 。 之间 的 关 系
, 一

曲线表

明
,

随着 向的收缩应变比值加大 即 的负数的绝对值越大
,

分文点向后 推 移 这

说明拉压的比值越大
,

材料内部剪切分叉型的损伤来得越迟 图 示出了不伺 叹 值对空



固 体 力 学 学 报 丫年

。 爪
佗 。 一

,,,奋夕口介

口 二 一

二二二 口 二 一

彝
“

全
一

·

, 一二

,

防
丽两一五丽 一在 日 、

二 。 。

⋯夕
一

爪“

尸尸产尸一八甘

到﹁月‘八“。
曰叼峥‘八弓汤︸八““

图 图

桐长大率 才了
。。

的影响 表示空洞体积增量
,

人
。

表示空洞原始体积 才
。。

之

间基本上存线性关系
,

说明空洞长大是等速率的 这与实际材料试验得到的空洞体积百

分数是按指数规律性增大的结论并不矛盾 因实际材料中存在着不同尺度的二相粒子
,

它

们不是同时与基体脱开萌生空洞
,

而参与空洞长大的空洞数 目是不相同的
,

如果计及了

新的空洞对体积百分数的贡献
,

两者显然是吻合的 那么对于实际材料的空洞体积增量

与变形量之间有非线性关系是可 以理解的
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