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单向复合材料弹性常数

微观力学分析的探讨

王震鸣 游绍建

中国科学院力学研宪所
,

北京

摘 要

木文所探针的同题
, 由于复杂和田难

, 虽趣过价多学者数十年的研究
, 取得 了

重大的进展
,

但至冷还未很好解决
。

我们对各种筒化假定的合理性
、

不 同针算模型的

差别以及不 同针葬方法的影响等作 了筒要的探封
。

对前人的工作略加解述
。

对常兑公

式的适用性提出一些看祛
。

对一些砚康的机理作 了解释
。

龄出了有一定的理绘背景

和实教依据的半趣粉公式
,

可适用于各种舒雄增挂聚合物羞体复合材斜
。

学

一
、

引 言

本文所探讨的问题
,

由于复杂和困难
,

虽经过前人数十年的研究
,

还未很好解决
。

例如

单向复合材料的横向弹性模量和剪切模量等几个弹性常数的微观力学分析问题
,

从严格而又

比较精确的要求来看
,

由于向题过分复杂
,

没有很好解决
。

各种计算模型及导出的各种公式

之间差别较大 , 同一公式用于不同复合材料
,

其精度相差很大 理论计算和实验结果的差别较

大 , 不同来源的实脸数据之间差别很大
。

因此
,

关于单向复合材料弹性常数微观力学的分析

向题
,

仍孺要继续探讨
。

二
、

关于简化假定和计算模型的探讨

单向复合材料的弹性常数
,

实际上是接近正交各向异性的
, 在垂直于纤维的截面上

,

纤

维的分布和排列是不规则的
,

情况比较复杂
。

例如碳纤维
、

纤维和玻璃纤维是呈束 状

的
,

每束有数百至数千根不等
,

因此这些纤维在复合材料的截面上呈丛状分布 在一束纤维之

间排列得相当密集
,

而在纤维束之间间隔较大
。

硼纤维较粗不呈束状
,

纤维在基体中的分布

与束状纤维的分布有所不同
。

在蔡为仑采用 公式的半经验公式中 见文献 〕的
,

和 式
,

有一个修正系数
,

表示纤维的邻接程度 表示

本文 年 月 日收到

奋
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水

互相接触
,

表示互相分离
,

他们从所得的玻藕 环氧实验数据和半经验公式作比较后

发现
,

取 二 , ,

则若千弹性常数的计算和实验结果相当一致 , 对硼 环氧
,

取 “ , 可

得较好的结果
。

对于碳 环氧
,

我们作了估算
,

倾向于取 、
。

暂且不论纤维的体积

百分比 对 值应产生何种影响的问题
,

对于相同 的
,

为什么随复合材料的不同 值有如

此巨大的差别呢 这与纤维直径的不同和纤维分布不均匀的方式都有关系
,

束状纤维的平均

修正系数 大于分散纤维的平均修正系数
,

这是可以想像的了
。

上述纤维分布的不均匀性和排列的不规则性是难于在微观力学分析中精确考虑的
,

需要

作些简化假定
,

最简单的是假定纤维在截面上是均匀分布的和有规则排列的
,

把单向复合材料

层片看成是正方晶系材料或横向同性材料
,

后者由于 二 〔
一 , 〕, 只有 个独立【的

弹性常数
。

在单向复合材料作微观力学分析时
,

常用的简化假定有 纤维是连续的
,

且互相平

行 纤维和基体在界面上的结合是完全的
,

应力和位移是连续的 , 纤维在基体中

按一定规则 正方点阵
、

斜方点阵和正六角形点阵等 均匀排列和分布 , 各纤 维 具有

相同的截面形状和大小
,

沿纤维方向不变 纤维是横向同性或各向同性材料
,

基体是各向

同性材料 复合成复合材料后
,

纤维和基体的性能不变 不考虑纤维和基体中裂

纹和缺陷的影响 不考虑孔隙率的影响 , 不考虑残余应力
、

残余应变和吸湿的影

响 纤维和基体都是线性弹性的
,

不考虑粘弹性和塑性等
。

这些假定
,

在计算不同的

弹性常数时可引人不同的误差
,

且和试件质量有关
。

对于计算 来说
,

上述假定所引起 的

误差都相当小
。

通常认为玻璃纤维和硼纤维是各向同性的
,

从电镜照片看
,

硼纤维在纵向呈

迭盘状
,

在构造上也可出现一定程度的横向同性
,

在文献〔 〕表 中
,

的计算值与实验值有

较明显的差别 有的相差
,

是否与此有关
,

还是实验误差 碳纤维和 纤维可

认为是横向同性的
。

在计算伯桑比时不考虑纤维和基体中裂纹
、

缺陷和孔隙率的影响以及界

面结合的不完善
,

都会引人较大的误差
。

对于计算横向弹性模量 和剪切 模 量
,

来说
,

除刚才已指出的诸点外
,

纤维的不平行度和排列的随机性等都可产生误差
。

在用微观力学方法确定复合材料的微观和宏观弹性常数之间的关系时
,

必须采用实验手

段才能确定纤维
、

基体和复合材料层片的弹性常数值
。

在侧量过程中都存在着有时较小有时

较大的误差
,

视不同的弹性常数和不同的测试方法而有差别
。

这是理论计算结果和实验数据

间存在差别的又一个重要因素
。

纤维
、

纤维束和块状基体材料的性能
,

与单向复合材料中的纤维
、

纤维束和基体材料的

力学性能是不完全相同的
,

存在着一定程度的不可忽视的差别
。

前者役有经过复合
,

不存在

复合效应
,

一束或一根纤维在纤维方向受拉时应力和应变的分布在每根纤维和各纤维之间是

是不均匀的
,

有许多薄弱环节
,

其最大应变和平均应变就不同于复合材料中的最大应变和平均

应变
。

在复合材料中
,

纤维和基体在承载和变形方面有协同作用
,

主要是基体在界面上有传

递剪应力的作用
,

使最大应变和平均应变的差别减小
,

平均断裂应变增大
。

被大量纤维分隔

加上有无数孔隙和裂纹的基体
,

很难想象能和块状基体完全相同
,

在纤维
、

基体和裂纹孔隙

间应力的相互作用和变形情况
,

很难用连续介质力学来精确描述
。

这些差别
,

也使理论计算

和实验结果间存在差别
。

单向复合材料若于弹性常数的测量精度往往高于纤维或纤维束有关弹性常数 的 侧 量 精

度
。

纤维很细是脆性材料
,

容易损伤折断
,

测量起来也比较困难
。

除纤维
、

纤维 束 和 单 向

复合材料的 了 和 可侧得相当精确外
,

纤维的某些弹性常数如横向模量 了 、

剪 切 模

了畏
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, , , 了 和纵向压缩模量 等很难侧量
,

往往要由复合材料层片 得的弹性常数按微

观力学的公式 反推算出来
,

除计算 的公式外
,

其余复合公式的精度尚有问题
,

由此推 算

纤维的弹性常数
,

其精度与适用范围也是有条件的了
。

用某个微观力学复合公式推 算 而 得

的纤维性能
,

就和用另一个复合公式推算得的纤维性能不一致
,

这是显然的
。

如将由两个不

同公式所得的纤维和基体的力学性能
,

再用原来的复合公式
,

计算 有些改变时的性能
,

两

者算得的单向复合材 料的弹性常数都可相当精确而且接近
,

有实用价值
。

而用前一种 复 合

公式反推算得的纤维和基体的性能
,

用于后一种复合公式
,

那误差就很大了
,

反之亦然
。

由单

向复合材料的试验数据
,

用微观力学公式反算得的纤维和基体的性能
,

是一种平均意义下性

能
,

它包括了复合材料在这种工艺条件下的孔隙率
、

裂纹
、

缺陷
、

吸收水份和残余应力等
,

与单独侧量所得的纤维和块状基体的性能就不完全相同了
。

将单向复合材料的理论计算公式

和实验结果作比较时
,

要用到纤维和基体的力学性能
,

若这些性能不是对纤维和基体直接测

定的
,

而是用某种复合公式反推算出来的
,

且与新导得的复合公式不一致
,

那末误差就有可

能很大
,

应注意到这种情况
。

在理论上认为考虑得相当严格和周到的公式
,

如果和实验结果的规律性总是相差很大
,

那么这种公式就没有多少实用价值
。

除简化假定外
,

计算模型的选取
,

纤维排列方式的假设和计算方法 弹性力学方法
、

材

料力学方法和数值计算方法 的选择
,

都对用微现力学方法计算复合材料的弹性常数产生明

显的影响
。

完善的计算模型
,

需要精确的计算方法 粗糙的计算模型
,

不值得采用精确的和

非常严格的计算方法
。

采用各种计算模型
,

例如片状模型 其中纤维和基体都呈片状
,

包括片状串联模型和业联

模型
,

回字形模型 基体围在方柱形纤维的周围
,
呈方形

,

外方内圆模型 基体围在圆柱

形纤维的周围
,

呈方形 和同心圆柱形模型 基体围在圆柱形纤维的周围
,

呈圆形 等
,

再

采用应力和应变分布的简化假定
,

满足力的平衡条件和应变协调条件
,

或 。 , 或 ,铸 等假

定
,

可用材料力学
、

弹性力学或有限元计算
,

得到许多理论公式或半理论半经验公式
。

我们在

尚未出版的书稿中
,

详细地推导和分析过上述模型的许多公式
,

业设定几种材料
,

作过计算和

比较
,

由于斋要很多篇幅
,

在本文中就不再推导这些公式
,

只在必要时引录或提及某些公式
。

三
、

若干弹性常数的计算公式

、

弹性棋且

对于纵向弹性模量
,

采用上述简化假定
、

各种计算模型和计算方法
,

都得到几乎完全相

同的结果
,

公式为
,

其中
,为修正系数

,

由实验确定
。

一般说来
, 二 一

,

为安全起见取 二 ,对

于较好的工艺条件和 精 确侧 定的试件
,

可取 。 为简单起见
,

可取 二 。

为基体的弹性横量
, 一 , 为基体的体积百分比

。

用弹性力学方法导得的 公式
,

只比 式多一项
,

略去此项的误差 小 于 。
。

看来
,

测量误差和复合效应是 特 的主要原因
。

可将 式推广应用到纤维和基体都具有非线性弹性的情况和拉
、

压模量不同的情况
。

今
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协

计算
,的 式已经经典化了

,

这是计算弹性常数中最简单最精确和最重要的公式
。

、

泊桑比 ” 和 ,

泊桑比 用不同的计算模型和方法可以导得或简或繁的许多公式
,

加以比较后
,

珍

取下列公式
, , 一 二 ,

式看起来和 式一样简单
,

但实质上却复杂很多
。

例如
,

从文献〔 〕附 录 中

可看到硼 环氧和碳 环氧在纵向受拉 或受压 时
,

测得的
, 随纵向拉伸 或压缩 应 变

的增大而减小 或增大 的现象
。

还可以看到
,

对于硼 环氧
,

当纵向压缩应变较大 譬如说

大于 时
, , ,

接近或超过。 , 对于碳 环氧
,

在纵向受压时
, , 总是超过

。

此外
,

在某些文献上记载的 ”
,的实验值

,

明显小于按 式中 ‘ 时的结果
。

这些现象
,

单

从纤维和基体的泊桑比是无法说明的
,

其中存在着相当复杂的应力和应变状态
。

在实际复合

材料中
,

存在着空隙
、

缺陷
、

裂缝和界面结合不完善的情况
,

这些又和工艺水平
、

纤维的结

晶构造
、

热膨胀系数和固化过程等有关
。

由于作理论推导时
,

所采用的简化假定和计算模型

不大符合实际情况
,

因此所导得的理论公式就和实验结果不一致了
。

这是客观存在的现象
,

不是由实验误差引起的
。

大家知道
, , 一

互
。

在纵向受拉时
,

在硼 环氧和碳 环氧中
,

由
己

于基体的 大于纤维的 , ,

使得复合材料中的空隙和裂纹增大和 增 多
,

造 成 试 件 在 外

观上的收缩量比预期的要小
,

因此
,

测得的即实际复合材料的 , 变小了
。

这种情况是无法

从简化模型来解释的
。

在大量纤维已经接触或相当接近的情况下
,

刚度较小且为大量纤维所

分割的基体所产生的收缩应变
,

可为刚度较大的纤维所阻
,

引担裂纹的扩大和界 面 处 的 脱
开

,

使测得的 , 下降
,

业且 , 随拉伸应变的增大而减小
,

这 种 现 象碳 环氧要比硼 环氧来

得明显
。

在纵向受压时
,

纤维和基体在横向处于可比较自由膨胀的状态
,

除克服一部分空隙

和裂纹的间隙外
,

侧向应变较纵向受拉时的侧向应变大
,

纤维和基体之间亦存在着复杂的应

力状态
,

产生裂纹和微屈曲
,

使侧向的膨胀应变比预期的大
,

因此 变大
,

出现 随 纵

向压缩应变的增大而增大接近和超过 的现象
。

当纵向的拉
、

压应变都很小时
,

对于硼 环

氧
,

受拉与受压时的 相差很小
,

而对于碳 环氧
,

则几乎 相 差 一 倍
。

这可能与碳纤维较

细
,

纤维束间有较多孔隙和纵向裂纹
,

以及碳纤维的结晶沿纵向作片状排列
,

而硼纤维较粗

不呈索状空隙主要来 自基体和界面有关
。

既然纵向受拉和受压时
,

测 得 的 不 相 等
,

所

以采用 式就不够精确
。

对于玻璃 环氧
,

纵向受拉或受压时
,

值几乎相等
,

试验值

和
‘ 二 时的 式符合得比较好

,

因此给人们一种印象
,

好象这个公式是一个相当 精 确

对于各种复合材料都适用的混合定律
。

从上面所讨论的情况来看
,

泊桑比 的复合公式趁

没有很好解决
。

当试件的质量很好
,

对于玻璃 环氧
,

大部分的实验结果表明
,

若在

式中
,

取
‘ 二 一 ,

可以符合得相当好
。

对于其他情况
,

研 究 得 还不够充分
。

由于

泊桑比在一般的问题中对计算结果影响不大
,

大多数的理论公式和 式相近
,

为简单起见

常常采用 式
。

对于
,

取正六角形点阵排列的计算模型要比取正方点阵排列的模型大些
。

采用 同 心

圆柱模型和弹性力学方法导得的公式
,

相当于在 式中取
尹 ,

也是假定复合材

料中没有空隙
、

裂纹和缺陷的情况下导得的
。

泊桑比 , 有许多文献和著作建议采用下式

乓
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, , ,

式和实验结果相比
, 明显偏小

。

如在文献 〕和他们的研究报告中
,

给出了用超声波

法侧得的玻璃 环氧和碳 环氧的 , 比 式算得的大
。

对于投有空隙
、

裂纹和 缺 陷 的

理想信况
,

式是比较合理的
。

对于实际复合材料
,

由于简化假定不大符合实际情况
,

因而和 式给出的数值不一致
。

在文献 〕中
,

与实验数据作比较后给出

, , 护二 一 ,
二 、 ,

可
, 、 一 , 云 ”“ , ’

。

由和
一

会
,

在方向 上分别受拉或受压时
,

测得的两个一 按理论概念判断
,

应

有所不同
,

但目前还没见到这种实验资料
。

用超声波法测得的 , ,

或 , ,

是受拉和受压

时 。 或 在应变较小时的平均值
。

关于计算
,

我们建议采用下列公式

· · , , ·二 二
·

。。 。
·

卜 〔。
·

。, ‘, 一

会
, 〕

。

、 、

和

这些模量的计算向题
,

由于计算公式和问题的复杂性方面存在着类似的情况
,

因此放在 ,

一起研究
。

大家知道
,

片状模型的公式很简单
,

申联模型的公式为

。

可
一

瓦 瓦
一 ,

。 一

氏
’ 一百不 百百

’

百万 口奋石 十 百丁
韭联模型的公式为

“ 二 ,

, 。 二

’ 。 , 。
。

由 式算得的
,

和 比实验值小百分之几十
,

误差较大
,

不能令人满意
。

由

式算得的
,

和
,

比实验值大若干倍
,

只有在理论探讨和在植村
一

山胁经验公 式 中

用到它
。

采用回字形模型和等应力或等应变假设
,

可导得两组计算
, , ,
和 的公式

,

都比

片抉串联模型的公式更接近于实验值
,

但仍不能令人满意
,

误差还较大
,

其中以等应变假设

导得的公式较好
,

公式为
一 材可 材下了 〔 丫万
一护下丁 护下下 〔 侧而哥

‘
一

罢犷
一 , , 〕

一 ‘

〕
一 ’

赞
一 ‘ 〕一

一 材可
一 材不丁〔 杯可 奥丝

一 〕
一 一 ’

‘ 一

廿协 沪
寺

二之鱼‘红红火

采用外方内圆模型和等应力或等应变假设
,

也可导得计算
,

和 的两组公式
,

从某些方面看
,

外方内圆模型应比回字形模型要好些和精确些
,

但和实验结果相比
,

却不比

式好
,

公式也较公
,

投有推荐价值
,

因此不抄录了
。

采用同心回柱模型
,

用弹性力学方法导得的
,

和 公式中
,

只有计算 的 公

式比较精确
,

它对应于纤维作正六角形排列的情况
,

采用了 二 的假定
,

也引入了一些误差
,

尽
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但和较多的实验结果比较符合
,

公式为

凡 爵孚了夯亨
二

一

全

其中
。 口。 。 。 。

月几喻山产‘、

、了

。 。

护 , 一

娜
忍

,

,

‘名

西五
,

存 二

刀
一

一 二

。

此式的缺点是
,

在计算 时要涉及到
, 么
或 , , , 和 等

,

在计算 时要涉及 到
, 。 , , , , , 等

。

已经说明
,

计算 和 , 的公式就不够精确
,

这些情况都使计算

变得复杂和容易积累误差
。

关于计算 和 的公式
,

由于计算模型不能很好地反映实际

情况
,

用弹性力学方法导得的公式还不如用较好模型和材料力学方法导得的公式
。

在下面介

绍蔡的公式时
,

要引用圆柱形模型 和 的公式
,

在此从略了
。

属于半经验半理论范畴的公式
,

常见的有四种
,

其中三种和蔡为仑有关
,

他在这方面做

了许多工作
。

蔡基于 习 公式的半经验公式
,

由于公式复杂和力学概念不够合理
,

意义

亡 不大
。

基于理论公式化简而得的
一

公式为

省冲

万 一 叮 ,

其中
叮 卫 , 一

万 , 万 。 雪

其中
,

代表
,

或 代表 , ,

或 , 代表
, 二或 , 。

在
,

式中
,

最关键和困难的是省值的选取
,

它是一个受许多物理因素 影 响

的常数
,

数值选得合适
,

则计算值和实验结果可符合得很好
,

否则它有可能 很 差
。

蔡和其他学者对占曾建议过许多数值
,

有的右值对于某种复合材料例如环璐纤维 环氧符 合较

好
,

而对另一些复合材料则不能或不够令人满意
,

对于计算不同的弹性常数
,

古值也不相同
,

因此这个问题还未很好解决
。

蔡将同心圆柱模型关于 平面应变条件下的横向体积压缩模量
,

和 的弹性力

学解简化为
, , 冲 八 , 叮 ,

当 分别为会
,

命
”,

丽场

和六时
,

“

念
,

,

叮分别为 ,
, , 和 ,

,

而

,

二“ ” 万‘
口

。 一上了
一 , 。 月

吕 一 梦。

蔡在片状模型的公式中引入一个参数川蔡称为应力分配参数
,

保持了公式简单和便于 应 用

的特点
,

间题在于冲值的确定
。

蔡在他的不同著作中
,

给出的 ,值业不一致
。

由

式算得的结果
,

已比 式有明显的改进
,

但对于不同的复合材料
,

精度不一样
,

计算
,

和 时的精度也不一样
。

在推导时对应于下界值
,

可能误差较大
。

已经指出
,

由
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计算 这组公式和实验符合得要比计算 和 好些
。

现将 式推广到
,

韭列 出

计算
,

和 。的公式

亩
二

奇 等
‘ , ‘ ” · ,

卫‘ ‘
一

,

, 一 哥
生 ‘ , ‘ ” · ,

卫贵冬
‘ , · ” 。 · ,卫一

一

卫业一
、 ,

为了使 式能在各种复合材料情况下都和实验结果比较接近
,

我们参考 了

盆文献
,

分析计算了许多公式和实验数据
,

建议采用下列有一定理论背景和实验依据的半经验

公式

冲

叮

粤轰
,
·

‘一

了瓮
·

·

会
“ ‘ ”

·

, ,

。 。

了聂
“ 二

·

‘卜
·

了合
·

合
在和大 实脸数据作比较后

,

一般说来符合良好
。

植村
一

山胁在片状串
、

亚联模型的基础上
,

给出了半经飨公式
,

由于和我国及美国 等 的

实脸结果符合得不够好
,

且只适用于玻璃 环氧
,

又比蔡和
一

蔡的半经验公式复杂
,

所

取的分配系数 二 一

也不够合适
,

用同一个 值去计算 和
,

在理论上未必合

理
,

事实上也不一定合适
,

因此从略
。

四
、

结 论

上面讨论了所述问题的复杂性
,

对常见公式作了简单评述
,

给出了可用于聚合物基体的

各种复合材料的公式
。

前人已进行了大量工作
,

从半定量的角度说
,

问题早已解决
。

要改进

计算结果和实验数据符合的程度
,

关键在于实验的精度和数量
。

看来
,

再采用种 种 简 化 假

定
、

各种计算模型和各种计算方法反复研究这个问题的必要性不大了
。

从实用的角度说
,

采

用有理论背景又有实验依据的半经验公式
,

可足够精确地解决实际问题
。

例如
,

只要用试验

确定蔡氏公式中的 ,和
一

蔡公式中的雪值
,

由于 ,和蜜对于 的微小变化是不放感的
,

因

此
,

当 ,只有百分之几的变化时
,

仍采用蔡氏公式和已确定的刁值
,

或者采用
一

蔡公式

和已确定的雪值
,

不再做试验
,

定可得到相当精确的结果
,

实际问题就能很好 地 得到解决
。

今 考 文 献

」
, , , , , , ,

。 , , , , ,

〕
, , , 一 ,

〕
, , , , , , ,

二 ” , , , ,

一
。

〕
, , 一 一 产 , ,

, ,

一

辛
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七 七 七

乞 匀

二

。

七

七 二 七

七

, 七

乞

七

七 七 日

七 七

七

勺厂

呼

,

“ , 。‘
,

‘, ‘
,

苏 艺, , ,

, 扭, 一

日七 七
,

七

七
,

七 七 七

习 ,

七

七 七
, , , ,

七
,

,

七

匀 七 七

七
,

七

七
一

日 , 召日 ‘ 习

力

邓
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呀

七 七 七
,

七

七

, ‘ ,

七 七

七
,

七
,

七

七 吕 七 七

七 七

七
, 一

七
, , , 。 , 。

七 七

七 七

七 吕 七 七

七

‘ 、 ‘ “

夕 , ‘。 。‘ 尹 , ‘ 己 犷。‘

尹 , ‘ 尹尹 ‘ ‘ 夕 落 少 再 夕

几 ” 犷名 移东 , ” 仍
, 忍 , 林 拜

,

卜

七 七

七 日 七 七 七

吕

七 七 七 七 七

日 七
一

七 一
一

七
,

七

七 七 七
一

一 吕 七 七

皿
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