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理想塑性材料扩展裂纹的平面应变问题

王 自 强
中国科学院力学研究所

, 北京

摘 要

本文从三维塑性流动理论 出发
,

导出了理想塑性材料平面应变问题的基本方程

进而对扩展裂纹问题建立了完整的定解方程和速度场求解公式 已有的渐近方程只

是预解方程和零级定解方程的组合 本文证实了已有的中心扇形区
,

虽然满足了渐

近方程
,

但不能适应高阶渐近方程

一
、

引 言

关于理想塑性材料扩展裂纹的平面应变问题
,

近年来引起了很多学者的兴趣 二 朋田

首先得到了弹性不可压缩条件下
,

定常扩展裂纹顶端弹塑性场的渐近解 文献 〔 讨论了可

压缩性对定常扩展裂纹弹塑性场的影响
,

提出了渐近解应由五个区域 组 成
,

和

也提出他们自己的渐近解

本文对这个问题进行了进一步的分析 首先从塑性流动的三维理论出发
,

导出了理想塑

性材料平面应变问题的基本方程 针对扩展裂纹问题
,

建立了各级完整的定解方程和求解速

度场的公式 进而讨论了裂纹顶端各类区域
,

证实了已有的中心扇形区
,

虽然满足渐近方程
,

但不能适应高阶定解方程

二
、

基 本 方 程

以
, ,

表示固定的直角坐标系
, , ,

乃是其张量写法

屈服条件

— 气口
, 一 口

二 厂 州一 丁 ,

斗

立 义 一 护
,

式中左为剪切屈服强度
, 二

是 方向的应力偏量 屈服条件有多种通用公式
,

公式

适合于平面应变间题分析

本构关系

三维的
一

流动法则可表示为

。 ,

口‘ , 一 一万一
一 “‘, 一 万

“‘, “ 十 品‘, ,

式中 是应变率张量
,

它们可用速度场表示
,

本文 斗年 月 日收到 , ‘年 月 日收到修改稿
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, 一 生 。 , , 。 , ,

平面应变控制方程

对于平面应变间题
,

有关的物理量都只是
,

的函数 另有
,

,

“ 一着
‘ , , ‘

由上式推得
声 。

、 。

。 , 一 以如 一 一 一 即
口 。 。

这里 。 一 生 一 , ,

希腊字母 。
,

夕
, , ,

只取值 重复下标是求和的缩写
,

方程 是平

面应变控制方程

应力函数及应力

价

口
一一丁

价一月
、一口一口

一一丙
币一尸
‘一口一口

一一厅

记 凡 。 几 , 一 凡 , 二。

利用方程
,

本构方程 可改写为
,

二
、 、 , , 。

口 夕 二厂一 气 夕一 刀
。口 宁 杯

。口一 ‘ 儿 , 。口

艺产

方程
,

一 即是理想塑性材料平面应变问题的基本方程

三
、

扩展裂纹问题的定解方程

如图 所示
,

建立极点随裂纹顶端一起移动的极坐标系 , ,

的 对固定的物质点
,

将 , ,

刃 看作是裂纹长度 的函数
,

必有

豁 一
日,

黝
、 一令、

。

假设在裂纹顶端附近
,

应力函数也应力偏量 和 又可

握成下列级数

中 一
,

艺
二 ,

一
,

用目

一 立 艺
, , , , 一‘ ,

, 一 , , 一 见
二 , , 一‘ ,

, 一 , · , ‘ 一

贵
,

其中 是表征塑性区大小的参数
,

是广义的时间参量 由此
,
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。 一 艺 、
, 一 ’ ,

, 。一 习
, 。, ,一

,

丙
、少、尹、了、夕、声、厂
‘
、产、尸产,‘飞︸月,︸,‘

‘、,上,主,︸嘴二,二,几,几

了‘、了吸、廿‘、了、矛气
、护‘、了气

口 ‘

艺 。
二 ,一

,

艺
。。‘一

,

月‘‘‘了、,

诉 , 盆 。 一 。一 ,

丙 , , 一 , 一 一 。一 ,

, 。 , 一 一 几十 一 一 几
一 ,

。

一
。 一 , 二 一 一 。 生

这里约定

对应力率函数 币有

, 丁 一
,

左 一
,

一

,

「 口价 。 价 。 土 价
甲 一 —

一

二气丁 , ”以 —二丁一 ‘ 。
各 以 「 万 ,一

犷 仃 犷 口

‘

艺
, ,一

,
一气

份
, 愚瓮

。 益滋 口一 , 一 。 一 二 口

以 必
,

九
,

六。表示应力率张量在极坐标上的分量
,

则有

艺﹃
·

一币生 旦主 十 生
口
里更
口少

氏, 一 十 艺 子
, , , 一 ’ ,

。。一嘿
少 一 号履

‘一“

习 子
, ‘一‘ ,

阴 一

‘ 一 二旦 生坠、
犷 护 口口

己
目二翻

一
葱、 声

。 , 一 ,

‘司 旧 ,

,

习‘
二‘一‘ ’

‘

产,

其中

叠
, 篇 , 一 一

, ,

, 一 , 一 。 一 一 。一 ,

一 , 一 几一
,

旦二
了

十 旦乙
竺

丫
二 一

,

”

亩
一 ,

。

叮口用 。 一 口

盆

。一 一
,

,

,

叮川娜 一 丝鱼
口

一
加

这里约定
, ,

对应力偏量 及平均应力 ‘ 有

一
,

一

。乙

附

,三 勺 晏
, 一二

名孟 ’

一

沙 么 沙。

十

乡会
’

于聂
步功‘一 ” 鱼恤 ,

街
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、

、产、、少、、产、刀了、产叮矛︹吕
声︸︵内‘,‘,二,且气乙,‘丹‘了、

‘

‘
、‘矛‘几‘、矛厄、

。口一 。 一 , 一 ,

一 。 一 二 一 乡
,
份

这里约定

又有

, 。 , , , 旋 一
。

只 一合
诉 一 ” , 一 』

二 一

六 一含
‘ 一 “ , 一点“

, , 一 ’
十号点凡

, 一 ’

, ,

户 ,

篇一 , 一 。一 一 , 一 一
, 一 ,

篇 , 一 一 一 二 一 ,

凡 , 一

鲜
一 一 ‘

叹

,
, 、 , , 、 ,

一 用 一 乙 那 一 —
二‘二二 十 乙
口了

几 三 艺
一 ’

切侣一

沈公 , 三 习 乏
‘一“ ,

邢 一

石 一 艺
, 。

, 二 一 , ,

左 一 艺 ‘
‘ ·。 一 ·

灸 一 , 走

本构关系的极坐标形式为
。 ,

一 。 · 。 · ‘

合
‘
·

‘ ,

。。 一 、 十 , · 、 · ,

普
,
· ,

〔 ,

, 动 几几 ,

—将
, ,

式代人上式
,

得

,

一 三 艺

口

方, 一 , ,

犷 阴 一

。一于互
, 。 ,。‘一 ’ 。 ‘ ,

,

巴 习
用 一

竺 ,

及。 一附 十

一 一 竺
,

人 人恋十
, 、, ·。,

音
·‘·

,

·‘·
,一

十。 一 丈 】一 几 , 子,

心 嵘 十 业 十刃 资叻 , , 份
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在弹性卸载区
,

速度场的奇性不可能高于 , 考虑到速度场的连续性及方程
,

速度场可展成下列级数
,

。, , ,一 十 , , ‘二
, ,

, 一邢 洗

‘心厅‘‘口‘
。‘
︸一玖

了匕

速度场与应变率的关系为

,

·

艺﹃
·

习︺即

塑鱼 丛
口口 犷

一
一一

口 口 一 — 、—
了

。 , ,

、

—
一 厂

门

口
一

利用
, 呼 和 式得

汤一 日, ,

一 一 五。
,

,

一
’ , 、

六一 一
,

参

十
,

,

一 ,

叨

将上述公式代人 式

, 。 一 汤。 二 一
,

。 一 一 一
,

得各级协调方程

, ,印

,十十毛毛毛
,‘,‘,臼

︸︸一一一一蝙咭一一一一
,闪,月,怜,味月︸

、
、

。 一 。 一 。一 左二一
,

或改写为
汤毛 一 一 夜一

, 汤一 , ,

” 一 一 毛一
。 ,

汤夏十
,

方 十 衬 毛 十
,

‘ 月 。 一 夜。一 。 一 。一

一 】
一 。 一 一 一

,
。

这里

一
‘。 ,

一
二 ,

记

”
二

一 兰 艺 。 一
,

加 一 ,



第 期 王自强 理想塑性材料扩展裂纹的平面应变问题

则有

,

一 习
‘声。

一 ,
·

掩 一

将上面的式子代人 式
,

比较不同的 幂次
,

便得到各级平面应变控制方程
一 一

,

, 一
, 立 号二 邢

屈服条件 可写成极坐标形式
。 , , 。 ,

叮 个 油 宁 一 。
。

斗

将
,

式代人上式
,

得各级屈服条件
,

岛十 ‘漏十母“
一 犷

,

,

二
, 。 。 、

价 犷 , 一 宁 公 川二 一‘ 十 一 占 合
一 佘

。

多艺

方程
,

一
,

即是扩展裂纹问题的全部定解方程

由公式 不难看出
,

关于 价
, , , 又的展开式并不是唯一的 对不同的具体问题

,

需要不

同的级数展开式 对于扩展裂纹问题
,

选择以 ‘ 为自变量的展开式 是需要的 一个比展

开式 更为普遍的级数形式为

价 一 艺
, ’ ”·沙

。 , , , ,

‘ 一手蕙
‘· , , , ·

⋯
,

,

一 艺
”· 。 , , , ,

价
。

一 见
。 , 口, ,一

,

‘,

艺 ‘
。 , 一 ” ,

份 一 ,

。

艺
, ,一“ ,

两 , 两 八 ⋯
。

从上式出发也可建立相应的定解方程 限于篇幅
,

这里不再细述 对于讨论局部解而言
,

展开

式 是足够了
。

四
、

连 接 条 件

利用应力函数 币
、

应力偏量 和标量 又作为基本未知量时
,

连接条件变得相当简单
。

设想 是不同区域之间的任意的分界曲线
,

应力分量的连续条件归之为
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口 ,

几
。 , ,

这里 〔口 表示函数 少通过 时的间断量 利用应力函数 价
,

公式 可表示为

【 价 「 价
。

甲
户

二一 一 二 , 二一 一口刀 口月‘

速度场的连续条件可表示为
。 ,

如果曲线 是特征线
,

那么切向速度分量
,

允许有间断
,

而法向速度分量
,

必须连续

此时
,

对于特征线 有一个附加条件叭
, ,

一 搜

五
、

裂纹定常扩展

对于定常扩展裂纹
,

所有有关的物理量都只是 , ,

的函数 因此
,

我们有

口

一
,

丁

预解方程是
汤 一 几 。 ,

叮一 又一 。一
。

零级定解方程是

巴 立 义一 犷
,

人吕
。 一 友

一 ,

一
·

补八
渐近方程就是由预解方程和零级定解方程组成的 裂纹顶端区域可分成五种类型

① 几 钾
, 。

氏
,

② 几 一
, 。 。 ,

③ 又
, 。 , 。

钾
,

④ 又
, 。钾

, 。 ,

⑥ 又
一 一

,

铸
,

,
。钾

第 ①
,

②
,

④类区域
,

属于中心扇形区 第 ③类是均匀应力区 第 ⑤类可以是均匀应力区
,

也

可以不是

讨论第 ①类区 文献 〔
,

所建议的中心扇形区
,

属于这种情况 此时
,

。 左
’

一 —

一‘
‘·“ ‘·

专一
“ 。。 。 ,

氏
, 叨。 交

,

知 一 友 日
,

氏 一 左 口
,

岛
,

‘。一 ‘一 , 一誓
〔一 ‘一 护 , , ‘ “

,
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由上述方程看出
, 几 的求解牵涉到几 现在讨论一级定解方程

尸砂氏 印 , ,

汤 拭
,

厂 十 一 七一
。 付。 ,

,

一
·‘

备‘
,

其中
‘ ,

氏
‘ 口

一 三
,

夕 血
由方程 得

。 ,

, 丁一

代人到关于
。
的表达式

,

得

‘。

一誓
一 ‘一 沪 , ‘ ”

一
“。 ·‘ ”

占。 一

誓
一 ,

一 〕

卫,、

将方程 代人 式
,

得

日一 。,

友

由 式
,

经过进一步整理
,

得
,

一 子 ,

交
, , 。凌

二级屈服条件为

万友一 ’“ 一 “

丁 , 。 一 玉 玉

因此
,

有
” , , , , , , 、 。 、

尸 一 乡 况 一
,

已
,

一 矗
‘ ,“ ’ 一 ‘ 。

,

由 式
,

得

又 又 , 免 。 十
一 户

, 。么 三 。夕

一

羞
‘ ‘ “一‘

。‘。,

‘“
,

将这个方程代人方程
,

得

,

一 。

‘
右 , 一

, 则条件 式自动满足 而条件 式导致 八
。
一
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、

石 午 一
, 今

,
,

则由
,

式得

。 , 。 , , 之 的
,

这意味着一级定解方程无法满足 因此
,

渐近方程在中心扇形区得到满足
,

而一级定解方程却
遭到破坏 换句话说 七 今 的中心扇形区只可能存在于不可压缩材料之中

。

以上的结论同样适用于第 ②类中心扇形区

第 ③类区域是均匀应力区 我们有
。 互

, , , 。 。 。 、 、
。

生 。 。 乡
,

几 一 友 口。 , , 左
。 ,

其中
, 。

是待定常数 进一步分析得
。
一 口 、血日

,

夕一 ‘
。 石

,

日 日

渐近方程完全满足 由一级定解方程得

孟
。 日

,

几 一 一
。

血 百
, , 。。 日,

汤, 亏 口
,

从 口一 日,

几。 乃。

现讨论第 ④
,

⑥类区 将方程 对 微分一次得

“
’

专

众

” , , ,
, , 。 , , 。

孟,, 十 孟 十 二 凡民
。

」

日十 滋 日,

戚 一 。

利用方程
, ,

得
, ,

「
, , , 、 。 , 。 只 一

一 几 阅 个 以 宁 , 少尸同 宁 。‘ 一 ‘丙 己 ,

」

成
。 。

八 一 , , 一 已。
。 , 。

这就是文献【 所建议的控制方程

对第 ④类区
,

几 。,

我们有 风 因此
,

是常数 此时有
。一 ‘· ‘· 专一

” ,
, · ,

一 左 滋 一
。 口

几
, , 。 左

, 。, ,

左 了尺 一 一 夕后 ,

,
加

一警
〔“ 一 护 十 ‘勺

,

‘。一
警澡“

“ ,
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一 日, 。 口,

‘
一警

, 一 ‘ , ·”
·

渐近方程全部得到满足 由一级定解方程得

汤 一 诬。 ,

。 , 一 。 一 ,

, 。 匕竺卫互 ,

一 竺竺望 从
友

一

友
娜

号一
” ‘ , 篆‘

’ ‘
’

一 “‘’ 一‘ ’
·

生
、

在第五节求得的定解方程中
,

级定解方程

零级定解方程为

卸载弹性区的定解方程

去掉各级屈服条件
,

并置 又。
,

就得到卸载弹性区的各

台
。 ,

。氏 十 立 考
。一

一级定解方程为
汤 ,

, ’

一 毛
,

。氏 三 考一 。
,

公式 变为

创一一十九阴口
,

北附
。

际哪
。

﹄
,

,。
、

︸,一︸︸份份阴
,

力口
电

户‘了之
、

· ,·

·‘

屈服约束条件是

砚 与 《 及
, ,,‘名一

从方程 和 推得下述渐近场的控制方程

成
。

一 沪

。 ,

。 一 —匕口
。, ‘

成 石
, ,

孟
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