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摘 要

本文用单时间尺度及内外层匹配渐近展开法
,

证明了无粘地转涡解是本文的远

离子影讼的首项外解
,

靠近涡心处有一个随时间变化的
、

尺度为 的粘性涡核结构 其

中粘性力 或湍流粘性力 是主要的
,

速度和大气高度均为有限值分布 并证明了当特
征时间分别取为 丫赢 及

、 。斌赢 这两种长时间尺度时
,

地转涡具有相同的首

项内解涡核结构 地转涡中心 的运动速度
,

在精确到 外解的速度量级 范围
,

是等于旋涡所在的背景流场速度 本文还给出了一些数值解例子证实了上述结果

一 日厄 侣旨
、 ‘

的地转涡理论模型将大气看作具有自由表面的
、

密度不变的
、

无粘的一个均匀

大气 主要的外力是重力和 力 在流体静力平衡假设及地转近似假设下
,

利用小参

数展开法得到了各级渐近解 其首项方程解即地转涡解 它的速度及压力分布具有 某 些 大

气涡或海洋涡的特征 曾以此作为一个简单的二维模型
,

用于预计台风的移动路

径川 该理论假设大气层的自由面高度 左与常值 几
。。

的偏离为小量
,

即 一 动
’ ·

⋯
特征速度 与 了赢 相比为小量

,

即 “ 一 丫赢 《 自由面的扰动量 ’ 与流函数关系

可表示为

东 一 沙 ,
, 少权淤

, , ,

其中 为 妇 力参数
,

价 二
, , 为地转涡背景流场

,

空间位置 认 为地转涡生成的流场
,

而

价 · ,

一会
。
‘· ,

,

犷 区 一
,

习 为地转涡的
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、

⋯
。

一一一一 一 一 一一

其中 交 人 ,

上述

为第二类零阶修正的 函数
趋具无粘地转涡理论有两个缺陷 一是当 一 时修正的 、函数 从

于无穷大
,

因此你气自由面高度具有对数 奇性
,

而趋于无穷大 同时
,

速度因 咖
,

有
一

奇性而趋于无穷大

景流场速度相等 即

另一是地转涡的运动速度被近似地假设成与该涡所在位置上的背

——
之一

口沙 。边竺
一

歹
口口

上述两个缺陷与经典二维位势涡的问题一样
,

而后者在考虑了涡心附近的粘性影响
,

利用匹配

渐近展开法和多重尺度法后问题得到了解决【
, , 本文将这些方法运用到包括有重力和

力作用的旋涡运动问题
,

克服无粘地转涡理论的上述缺陷
,

研究不同尺度下的地转涡涡核结构

和运动规律

二
、

内 外 层 分 析

由无粘地转涡解公式 , 可知
,

周向速度一令
·

在靠近涡心处速度梯度很大
,

气体或流

体的粘性影响就不应忽略 在湍流情况下
,

应考虑湍流粘性应力 实际上涡心附近的速度分

布和自由面高度分布应是一种有限值分布
,

并随时间变化 因此对于大气或海洋中的地转涡

运动
,

尤其在涡心附近
,

除了要考虑重力
、

力以外
,

还要考虑粘性作用 为了把复杂的

实际问题分解开来考虑
,

本文仍局限于研究地球切平面上的一个二维
、

有自由面的
、

不可压缩
、

各向均匀的地转涡运动 假设在垂直方向上静力平衡假设成立 暂不考虑垂直方向的流动和

其它能量交换 在相对于涡心的坐标系中
,

运动的控制方程应是

丝 。 一 。
,

人 是 一 △ 父 差 文
,

山
·︷

其中 , 为粘性系数
,

在湍流情况下应视为湍流涡度系数
,

此时 理解为湍流平均值 在柱坐

标系中
,

方程 的分解形式是

豁
十 ·

器
十于器

豁
·

豁 子器

十

抓瓮 黝
一

,

护

一了
十

豁
一 · 十 “刃

一尸口 “

十 入 梦 龟 二丁一丁
‘

十 生丝
月尹

口,“ “ 。 , 二 、

—
一 —一 一 —

, 、夕 ,
活 洁 夕

口扩 扩

—
“

—
十 二

扩
十 型 十 兰丝

。 又
,

日

十 九一 器
十令瓮

十

参器
一令 杀影

,

其中 。
, , 为 的径向及周向分量

,

又。
,

戈。 及 戈
, ,

父
,

分别为涡心运动速度和加速度在周向

及径向上的分量
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为了研究涡心附近的结构
、

考虑粘性项的作用
,

需将流动分为内外两层
,

并放大内层坐标

设外层流动的特征长度为
,

则内层运动的特征长度为 。、
,

即内层坐标变量要以 工 因子放

大
,

。 为地转涡涡核的尺度 无粘地转涡运动的特征速度为 。 。了几
。 ,

内层流动的特征速

度应为 。 丫凡 内外层自由面高度则可能有相同的量级 外层运动的特征时间为 、 或
。了凡
若对物理量 “

, 。 , 左进行正则展开
,

巨设
“ 一 十 少“ 一

, 夕 口价 了夕 ⋯
,

乃 为 十 “乞十
·

⋯
代入方程

,

整理所得的首项方程将是一组反映压力与
。 , 力相平衡的无粘地转涡守恒

方程
,

与 所给出的方程一致

现将内层变量各以其相应的特征量进行无量纲
,

并作如下的摄动展开 在以下表达式中用

一横表示内层变量
,

如速度分量 反
,
石等等

乙站一一

万 卜
,

日
, 云, “ 一

斌赢
。反 矛,

乡
, 万 矛云

、

矛,

口
, 云

石 矛
,

口
, , 。 一
了赢

莎。 矛 口
, 。莎, 矛 , 乡,

了 , 一 八 、

左
刀欠 , , ,

一人
于, 日, 万 十 乃 矛

,

日
,

十 ⋯

其中周向速度应比径向速度高一个量级
,

当

层运动的时间尺度可能有两种不同的选择
,

牙‘ 时可与外解在

相应地可有两种内解模式

” 时的值相匹配 内

一种是设内层的时间
尺度比外层小一个量级

,

即 丫赢
,

对应的无量纲时间变量为

一 , 一

兴, 、

丫 勃

此时
,

为了考虑粘性在内层流动中的重要作用
,

在首项内解方程中保留粘性项
,

需要假设

丫痴丽少
找 一一不—

丈

另一种选择是假设内层运动的时间尺度与外层运动相同
,

即 “
了凡

变量设为 , ,

此时无量纲时间

。丫办蕊

若在首项内解中要反映有粘性影响
,

需有

了赢
‘

,

—上述两种内解模式
,

即 一 式
,

采用哪种比较合适要视实际问题的初始数据而定

将讨论这两种模式相应的内解结构

下面
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三
、

单时间尺度内解

模式 的内解

涡核结构的控制方程

利用无量纲定义及展开式 一
,

形式为

丝 三丝 生 旦

从原始方程 约可得内层流动的控制方程
,

其无量纲

︸︸口一
一矛 “

示
,

—
护 一一

一“一

口牙

器
十
含钊誓 影

一
,

器
一含了 含器

一

众
临 砌

庆亚庆

亚 生 而

日

一左一日

︹那一彩口一

云莎
,

— —
月一 — —

一

焦
、十 不

甲 。。

沂
一
︸犷

十戈
, 一 生 旦经

牙刁

五即
︸,一
一

一十
口莎

,

森 石

—
十 — —牙

、乡
声山

且
一了

‘
、口石 石

十
一一 — — —于刁 口日刁 于

相应的边界条件为

戈。

戈牙

己 石 口莎
吸

—
州 —一一矛 开 牙

“ 、
护 — —矛才

一一
一乡

一一
一“

匹配条件为

》 巧 甜 十 反幻
, 。 一 一 必, ‘ ”一 小 ,

。。·

少俩才。。 一 必少。 。 , 二 乡
兀

目口

反一 。必梦一 戈 一 毋梦 夕
,

石 一 毋梦十 戈 白一 俩扩十 夕 。。

及 石

,

一一二 州 , 口气丁
对

门

其中 一 丫凡
,

为外解无量纲变量 求解上述方程组时
,

还需给定适当的初始条件

对涡心运动速度
、

加速度以及参数组合 了赢 作下述量级估计是合理的
文 丫赢 一乙

。 ,

乃。。 一
,

丫赢 一 。
,

因此有

利用摄动展开式
、

了 相应的系数方程分别为

一 戈牙 夕夕 矿

关系式 及 式
,

从方程 可得到各阶方程

为书写简便
,

在表达式中略去无量纲量上的一横

些她 十 玉如 一 。

其中 。
一‘

及

口日 口日
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一一

‘

人一口口
一
州一犷

些鲍 十 生匹 一 。
犷 口日 口日

弓 、

山一朋札一乃。 口 ,

口

型

匹 十 些丝 十

十垫 生丛犷 口乡

朋匹价塑即

刀 口夕
。 夕

—
州 “

—
州 —,

·

口 。。
,

口 , 。 。。

一

一 十 一 —一
一二 】

“ ,
·

‘

由边界条件 式及匹配条件 式可知
,

首项物理量应与 无关 此时首项方程中除

式外均能自动满足 因此必须从 矿阶方程中去寻找求解首项的控制方程

由方程 可得

日蜘。 乙。 一 生 生 口岁
。

口
月

—
丁

— — —
气儿

才 犷 口

, 。 , 、 ,

。 厂
。 口乙。、 了

。凡。 口。。、二 人。

—
恤

— ——
, — —

龟

— —
口 几 一

—口劣 乙。 乙。 口

口。
,

厂人 、 。。 口。 、 口 了乃
。

、口尔
一一 —

一

一 月 ,

—— —
月 ,

—
龟一 一日 ,

·

乙
。
有。 乙。 口日

乃。 口 了口力八 口
针 一一

—
吸

— — —
夕。刀、 左 夕。

乙。 日 口 口口

对上述方程组各项取周向积分 拭
’

拍
,

即取其对称部分
·

考虑到流场中不存在源或汇
,

各

物理量应是单值连续函数
,

故上述方程右端的周向积分应等于零 左端的对称部分给出了涡

核首项解的控制方程
,

即

—
气 月

, 一 具
, 人。 “ 一 。

口岁。

口
如 。 一

口

。

一 鲍 十 些
口 犷

由 多 式得

石。 ,

、 的 此 , ’ , , 夕 ,

一

—
一 川

定解的边界条件为
, , 。。 , “ 一

,

匹配条件从 式及展开式 得

一
, , 。 一井

, 。 一
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初始条件
, , 。。 , ,

给定

涡核结构的数值解结果

方程组 为一非线性偏微分方程组 本文用有限差分法及隐式差分格式进行初边值问

题数值解 作为算例
,

计算初值 内
, ,

是参考台风 的风速实测数据
,

选

择海拔 高处的速度分布经光滑化后给出 计算所用的特征参数 为 一
, 户。

, 妙

耐
, 一 由初值分布估算出小参数 一 。 弓

,

而
‘

一

弓 夕 ,

关于数值解的具体内容由文献【 给出

图
,

分别给出了涡核内无量纲周向速度 内 , ,

及自由面高度 , , ,

的分布 因
。。 , 乃。是关于 口对称

,

图上给出的是一个截面上的右半边图形 数值解结果表明 在涡核内周

向速度及相应的自由面高度均为有限值分布
,

且随时间变化
,

消除了无粘地转涡解的奇性 涡

核半径随时间增长而扩大
,

对应的最大速度值随时间增长而衰减 当内层径向距离增大时
,

周

向速度趋于 生
,

而自由面高度趋于常值
,

分别与外解结果相匹配
犷

。
﹃︸﹃﹄﹃二︸、

阵
卜卜
矶伫旧

丽
一 令

一
,

】

图 涡核内无量纲周向速度的分布 图 涡核内自由面高度的分布

一级解 , , , “ ,

及旋涡中心的运动速度

从 系数方程
,

中消去 “
, ,

并取方程 中的不对称部分
,

可得两个求解
价 ,

机 的控制方程 ,

寿。。。 口 了口。八
,

乃。
, ,

—— —
州卜

—
几 一

百
。 臼 乙

。

口人

羚
口丛、一旦口

夕。人 十 乃 。
。 ,

乃
、 ,

了了
州 允一二

,

丫

约一日旦口。一川、进
一口

札如

当 咬些
。 口日

峋约 十
少, 旦丛 一
。 口

相应的边界条件及匹配条件分别为
犷 , 夕 ,

,

、
, , 一 沙扩一 戈 一 必梦 空 日

,
入 一
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方程 是关于求解一级解
‘, , ,

的线性偏微分方程 为求解可令

, , ,

日
, , 一 。

艺
, , , , , 。 , ,

·

, , , ,乡 ,

, , , 一 艺 ‘
, ,

·
, , ,” ‘孟, ,

·
, , , ,

其中

可从

。 人 为与 无关的

式得到

夕

。 , ,

的对称部分 求解 系数
。

护
,

歼彭的控制方程

口

口
人。 , 。 一

为。。。 刁乙。
一 乃。杏。

。
妒

匹 一 鱼
乙。
一 。。杏。 护

。。互。一 ‘少 。护一 。
。

黔一
’

沪 枷 梦
十 札

鄂
如

臀
一 。

,

, ,

友一

同时
,

有
, 。 。 一 旦丛公十

口

,

了赢
因方程 。 中时 司变量 不明显出现

,

可视作参数
,

故它是一组关于 必梦
,

鲜梦的一阶

线性常微分方程组 它可化为关于 歼犷或 麟梦的一个二阶线性常微分方程 求解 式

的边界条件和匹配条件
,

分别是
犷 , 。

犷
, ,

⋯
,

友
, ,

》

其中 占 一
, 占

。 。

、 一 山毖十 夕 价
,

。 护一 一 沙梦一 戈 衡
,

祷

,

方程 在

可用级数解法讨论

处有正则奇点
,

各项系数在该点附近可以展为 的幂级数 我们
。玲

,

扮 在 附近的性态
,

为此
,

令

。梦
, ,

分
, ,

一 犷‘
、

艺 ‘
。 , ” ,

一 ‘

见
。 , ,

·

”

而在 附近
,

有
。。 ,

·
, ,

乃。 ,
·

, ,

〔 十 ⋯
一 麟十 兰

,

端自 十 ⋯
﹂

杏。
,

一 ,
·

⋯
利用形式解 式及上述展开

,

对方程 进行级数解 当 时
,

得 几 又,

十 从

求解
。 , 。
的联立方程式中当设 刀

。 , 。
为非零值时

,

可得到 几
,

的两个根 从
,

一 。
,

祝

一 几 选定以后
,

展开式中的系数
。 , 。

可由一联立方程组从 才
。一 , , 。

递推得到
,

而

左。 , 。

将由边界条件定出 为了满足 一 时
,

歼犷不出现奇性且 雌 , ,

根 祝 一

应予以放弃
,

且 左。 由 。 , 。
满足的方程可知

, 。一
,

建立在递推关系上的系数
。 ,
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。

均为零值 故有

增大时
,

也为零值

端边界条件
,

川犷“ 暇
, 二

,

友
,

函数 城分及 川扩

当 , 时
,

可以证明线性齐次方程组

为连续
、

单值函数
,

因此

需要满足恒为零值的两

故其解必为平凡解 因此
, 护三

,

、
乃蕊, 主

了李
,

友
,

利用上式从匹配条件 式得到

一 山梦
,

夕
,

一 一 小梦
,

这就证明了地转涡中心的运动速度在精确到 范围内是等于旋涡所在处的 背景流 场 速

度
,

即无粘地转涡理论中所作的近似假设
、

公式

对于一级解 “
,

同样可令

, , , 口 一 。 十 见
, , , , 口 , , , ,日

对方程 取周向积分 奥 ‘ 、。
,

并利用该展开式
、 “ 与 , 。 , 。 的关系式 以及

介

, 。 ,
人。 与 日无关的性质

,

得到确定 展开式系数的控制方程
,

而相应的边界条件和匹配

条件可由 式及 式给出 最后可得 。
澎一 井 夕一

, ,

⋯
,

左一 ,
,

从边界条

一
‘

一
、 ’

一 一
’

一
‘

,
·

受
。 一 ‘ 一 ‘ 一 ’

一
’

一 ”
“ ’

件定出 ‘ 三
,

故有
纷三

,

一
, ,

⋯
,

左一
,

利用上式
,

用匹配条件同样也证明有

戈
, 一 币梦

。 ,

夕 一 币萝
,

一级解 可在求解涡核结构首项的过程中得到
,

而 , ,

的控制方程由 己 的

系数方程分出的对称部分得到
,

它是

。一价鱼如会景
’ ’ 少

。中 人。 日 。 ,

— —。 口 口
创夕过
口才

远半
十

景
〔‘一 ‘ ,卜 , 。 一

令
一

瓮剥远努
一 叭 哎兽业

一 甄霭护

斌赢
州 一 六垫

二

鱼妙论一
。,

丫 人
。。 口

其中
, ,,胜」、争一

,一
一

巾
, 。 , 一 生 竺兰立

‘

生 旦也之
口

。。 乃。
, 。 一 李

‘。
了口人

。 二 人。、 人。 乙

—
召一

— — — —口 乙蕊 ,

方程 与 式构成了求解 , 、 及 的线性非齐次方程组 求解的边界条件

和匹配条件都是齐次的而初始条件需要给定



到此为止我们已得到了首项内解及旋涡运动速度 证明了一级解的不对称部分 与 相

关的部分 恒为零俏 给出了求解一级解的对称部分的控制方程

模式 的首项内解

某些大气涡或海洋涡可能有相应于地转涡模式 的情观 此时无量纲时间 , 及雷诺数

将由 及 所规定 用处理模式 相同的方法
,

从基本方程出发
,

利用摄动展开式

及假设 斗 式
,

可得 的各阶系数方程 此时

周向动量方程中可得

黯 项出现在
。‘ 阶的连续方程中

·

从 留 阶

。 一

从 口 阶连续方程和 日方向动量方程的对称部分
,

可得到首项涡核结构的控制方程
,

它是

亘必 , 十

口

口
一 】 左。又“
·

岁手十 如
口

’户

口扩。 口如

口,
·

其中
。 一 势 十

一

咖 另外有
厂 犷

关。 ,
·

, ,
厂

『 , , 、

‘一
,

竺

丫卫
“

上述方程组与模式 的首项内解控制方程 相比
,

当 代 、 后
,

两者具有相

同的形式 因此
,

在相同的初值条件下
,

模式 和模式 具有相同的涡核结构 我们将在另文

中详细给出相应模式 的一阶内解性态和地转涡的运动特征

四
、

结 论

本文的分析和数值解结果证明了无粘地转涡解是本文远离涡心的首项外解 靠近涡心处

有一个尺度为 。
、

粘性力不能忽略的内层涡核结构 首项内解表明涡核中的速度和相应的

大气自由面高度均为有限值分布且随时间变化 克服了无粘地转涡解在涡心处为奇 性 的 缺

陷 在模式 和 两种情况下地转涡有相同的
一

首项内解
,

即相同的涡核结构 地转涡中心的

运动速度
,

在 的 近似范围内
,

与当地背景流场速度相等
,

即与无粘地转涡理论中的假设
、
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