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摘 要

本文在文献 基础上运用多重时间尺度 了元 及 。

了赢 和空间尺度

的渐近分析理论
,

给出了地转涡的内解结构和运动规律 证 明了双时间尺度中
,

地转

涡的首项涡核内解是与单时间尺度中的首项内解相等 一级解对短时间尺度变量的

平均与单时间尺度分析所得的一级解相等 地转涡除了跟随背景流场一起运动外还

作摆动运动 摆动的周期
、

振幅和偏移依赖于涡核结构及初始条件 涡心运动速度

呈周期变化 首项运动速度对短时间尺度变量的平均与当地背景流场速度相等

一
、

引 言

在文献 【 中作者用单时间尺度及内外层匹配渐近展开方法给出了地转涡的 首 项 内 解
,

即粘性涡核结构 其中速度和大气 自由面高度均为有限值分布且随时间变化 消除了无粘地
转涡在涡心处的奇性 证明了以 了赢 或 。

斌赢为特征时间这两种模式情况下地转

涡具有相同的内解涡核结构 地转涡的运动在这些通常大小的时间尺度来看
,

在精确到 。

范围
,

涡心的运动速度与它所在位置的背景流场速度相等 如果旋涡中心的初始运动速度与

当地背景流场速度不同
,

或者在某个时刻背景流场中有一突然变化
,

此时地转涡在随着背景流
场一起运动的同时还可能存在一种短周期的摆动 因此对地转涡运动的描述除了用 了赢
或 。

了赢 这些长时间尺度 相应于文献川中的模式 或 外
,

还需引进一个短时间尺度

现设该尺度为 。
斌凡

,

相应的无量纲时间变量为

。一‘ ,

了瓜
,

而长时间尺度中的无量纲时间变量可分别为

卿喘
一几戈霖

因此 一 一乍或
一勺 流场中任一无量纲物理量 甲 将是两个时间变量 袱或 , 及 的函数

,

本文 , 年 月 日收到 , 年 月 日收到修改稿

本工作是丁汝教授访华时的合作研究成果 , 得到美国科学院
“

美中学术交流委员会
”
和中国科学院力学研究所支持
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现记为 币
,

则有转换关系

色亚亘
丝卫止业 一 鲤妞鱼 儿卫七些 丝
了 口了 口了

口孕 牙 ,
牙

, ,

日, 。

其中
, 于,

为内区的无量纲变量

本文运用双时间尺度 。
,

约 及内外层匹配渐近理论
,

进一步研究地转涡的结构及其运动

规律 将文献 所提出的方法推广到包括有重力
、

科氏力情况的地转涡问题

二
、

双时间尺度内解基本方程及初边值条件

与文献 所论类似
,

为了研究地转涡涡心附近的结构
,

考虑粘性项的作用
,

需将流动分

为内外两层
,

并以 生 因子放大内层坐标 。 是所论问题的小参数
,

是外层流动的特征速度

与特征速度了赢 之比 叨 为 自由面高度的特征值
‘

外层流动的特征长度为 内层流动

的特征长度为 。 ,

而特征速度为 了赢 为了要在首项内解方程中保留粘性项
,

当长时间尺度

变量取为 式时
,

应假设有
。

一 了赢
, , 利用上述关系及公式

,

从

地转涡流动的基本方程 文献〔 方程
,

可得双时间尺度中内解的基本方程
,

其无量纲形式

为

石
, ,

旅
,

卜 口万
,

莎 口万
,

舜 口莎、万

—
口

—
, “

—
, “ — —

尸 尾

—
月

— —
,

了 了 口 口日 日 犷

护一犷
一丝

一

万

一猛 丝 十 。

口,
·

莎 口寿

—一口乡

十 “ 一

一 工‘些。

丫赢
莎 戈, 十 凡

生 丝
口

十 生 些 立 鱼 丝
口口 朋

十一
、“一了﹃一口一口口一口

日莎

口云

,

莎
十

‘

—
一 州

, 莎
, 以 户‘

, 一 移夕
月一

一公

一‘

万
宁 — —

一监丝
。 莎

日

口日 华 劫 几

。

其 中 一 。

了赢
, 。

护莎 口莎
,

护莎 莎
,

寿、
一 一一 卜 — 一 — , — —一 — 门 — —

,

口 口 犷 口日刁 刁 沼 日

丫赢
,

苏一 。 , , 一
’

加
, , ‘

为实际径向距离

无量纲地转涡运动速度 戈 了凡 在直角坐标系中可表示为

犷 幸
,

子 戈, 一 ,

戈 犷 夕, 一‘

歹

设地转涡运动轨迹的展开形式为

戈 了, , “ 戈
。 万,

戈 了, ,

戈 万,

十 ⋯
室 了, ,

夕。 获, “ 夕 万, , 夕 了,

十
·

⋯
因地转涡运动速度的量级为 。 “ ,

故应有 戈
。

夕
。 一 。,

氏 瓜 么
,

又
,

因此

夕
,
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万, ,

一 戈 十 ,

戈 了,

万, ,

空 了 ,

夕 了,

才性、矛‘、︸︸

旋涡运动速度应是
叉

夕

万, ,

戈, 万,

约 矿丸 万,

约 十

万, ,

夕 万, 了夕 丁,

⋯
,

其中 又一 么 元
, ,

奋一 认 , 一 认

方程 的定解条件为

边界条件
,

莎 石一

匹配条件可根据上述分析写出

》

‘

少

—万犷

。 一讨
,

凡 王,

血 一 历梦
,

夕, 万, 了 ,

寿一 子梦
,

一 戈 。
, 口一 。 全

,

夕 了, 乡 矿 ,

一
,

其中 一 了赢
初始条件

万 , , , , ,

给定
,

,

戈
, ,

夕 ,
,

给定

各阶内解的控制方程

双时间尺度内解物理量的渐近展开应与单时间尺度内解情况相同
,

即有

石 了, , , , ,
花, 于, , ,

少扁 了, , , , 口 ⋯
,

莎 了, , , , 。 几 万, , , , 沙 万, , , 日 十

苏了, , , , ,

凡 了, , ,

苏 万, , , ,

利用上述展开和量级估计 才 , 了瓜 一 。 司
,

才 沙一
。 。 ,

方程 可得各阶内解的控制方程 由‘
‘

系数得

了元 山 ,

从

需
十
鲁器

十

于器
一 ,

奢
一

肇
一 。,

十
莎 莎。

朋

忌
护 — —口口

勺夕一丫一

从定解条件式
, ,

得
,

丙

洲卜 口口 , 夕。 二二

一兀 凡、

由上述定解条件可以看出
,

首项内解应与 无关
,

即 故由方程 知
,丛加︸眠丽
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器
一 及器

一 因“

莎。 万, , , 日 孔 万, , ,

石。 了, , ,

石。 了,

上式表明双时间尺度的首项内解只依赖于一个通常的时间尺度变量 了,

且对于 对称

由 系数
,

得

匹 丛 十 匹 玉粤 鱼旦业应业十 画粤 一 。,

口了
一 犷 一

犷 口

器
十

于器
一 手几认 旅

月

——
了赢

几一
,

器 器
十 获

器
十

予器
十

呼 于器
一

众令
十
令器

一

韵
·

相应的匹配条件为
,

目闷卜 ,

、 一 一 汤梦 又
、 , 一 毋奎十 夕

、 口,

寿,

一 俩梦一 戈 。 日一 汤梦 夕
,

苏
,

一

三
、

首项内解及一级均匀化解

现具体研究上述双时间尺度首项内解及经过 的一个长时间后的一级解的平均性态
,

即

均匀化解 定义任一物理量 币对 公 的一段时间的平均为

、
二

。
, , ,

一 。 生
‘

。
, , , , , 碑

,

, 丁 岁

首项 内解
双时间尺度首项内解的控制方程可用与单时间尺度分析中相同的方法得到 从 的系数

方程
,

· 中消去 认
,

并取各项的周向积分六
’
‘”,

得

生
, 二 、。 匹 匹

二 知 王 公

上 住匹匹 一 丛 匹 一 鱼 选、
七

。 。 , 牙 ,
·

,

。

十 一‘

麦刹乞勃
一

刹瓮豁
一 景乞

一

瓢
暖瓮器

一

意器
一

瓮刹
一

,

耸 中 艺
。

一 丛 应 将均匀化算符
,

式 作用上式
,

考虑到 轰
,

莎 等物理量应是连续
、
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单值和有界函数
,

因此 “
·

黝
一 及 、

·

黝
一 。,

故有

剥聋定黔
一

剖卜
一

镖
·

从 式得
旅

。 此

一 —
,

月,

方程 即是首项内解控制方程 边界和匹配条件即为 式
,

由比较可知
,

上述方程组及

求解的边界和匹配条件与单时间尺度中的首项内解方程及定解条件
,

与文献 〔 中的方程

完全相同 因此只要给定相同的初始条件
,

两组解必对应相等 即双时间尺度分析所得的首

项内解与单时间尺度的首项内解应该完全相同

莎。 万, , 三 , 。 万, ,

几 万,

二 。 了,

一级均匀化解

将均匀化算符 式作用于 矿 的系数方程
,

并利用上述结果得

粤 十 匹 些立
云

‘ , 令景
· 【

“ , 令命
·

莎二
, 一 ”,

夕 , 一 丛 莎 十 万 一
斌赢

岁。一

器
十 “ 成

器
十 令 莎,

些 生 万

韶

。一即

一 生 旦丛
。

己, 。

, —一 一 袋
一

边界条件和匹配条件经均匀化后
,

可得
,

, 心 ,

,

莎 花 ,

而

莎 一 一时
,

戈 一 必少 么
。 ,

病 汤梦一 沐 〕 一 必梦一 护 濒 口 ,

万 一 戈 , 戈 戈
,

夕 一 夕

由上述可知
,

双时间尺度一级均匀化解所满足的控制方程与边界条件与单时间尺度一级解的

方程和边界条件又完全相同
,

因此可有

莎 二 , 了, , 日 ,

在 二 , 了
, , ,

石 三 方 了, , 口

即
,

一级解对 的长时间平均结果相等于单时间尺度中的一级解 由于后者不依赖于
,

因此

从 。 式可推得
大 ,

一 必矛
,

‘ ’ 一 、 一 ”
, 丫 价少 了

。
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即
,

在精确到 司 范围内
,

地转涡首项运动速度对 ‘ 的长时间平均结果与该涡位置上的背景

流场速度相等
,

两者之差为 了
、

由 及 式还可得到

戈一 戈 矿
,

夕一
,

空一 。 少 ,

介一 沐 一 。 ,

夕一 夕一 。

即
,

双时间尺度中所得到的旋涡运动相对于平均轨迹的摆动幅度为
,

而涡的运动速度与

速度的平均值之差为

四
、

在 矛一 , 邻近
,

一级解 风
,

几
,

现在研究某一时刻 了一 牙邻近地转涡的摆动运动
,

为常数
,

地转涡运动的 自变量为时间 及空间变量
,

的性态及旋涡运动特征

邓研究一级解的具体性态 此时 云视

一级解的控制方程是线性偏微分方程组 为求解
,

令

、、少、产、产、少、少、产、少,二习, ,‘,,反
了‘、户卜

了、了、了、了胜、产叮‘子叮、

在 了 , , ,

一 在,

艺
“ , 万 , , , “户 牙 , , ,

莎, 了, , , ,

一 莎,

见
, , 了

, , , , 。 了 , , , ,

荞 了 , , , ,

一 石 万
, , 万, , , , , 矛 , ,

上述 系数满足下述联立方程式

物 ‘外
, — “ ‘飞

一 —
夕 月

口 犷

夕。

夕。
岁。 乙夕。

一 下
一 拜 一 气二 夕户 丫

口

丽一 ,

飞丁
,

犷氛“ 八 十 八扣户 夕户 ,

乙。 户 一 夕 以 一 方, ,

竺击竺折竺、竺、

一

、 , “ , 乃
。

“‘, 十 下 。 人。
石不一 丁

“ 。 一 ”,

汤。、 , 。“ , 人

十 一 “ 。 一 一 萝
‘

十
一

二一 一 一 汉
,

‘ 一 ‘ 了 一 ‘

嚼嚼
口

一

丽份 十

万 十

对称部分 认
,

几 及 及
,

则满足

争
一

渺淞黔
一

氖一 ,

佘
十

臀
‘几 ,护众豁

器十

鲁
十

豁
十

钓
认 十

景 、 一 。·
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从方程中消去 毛以友
, “ ,

得到求解 , , , 认 的下述方程
, , 。, 口 户

·

扭

石奋瓦下 十 万不一 石于 一 厂刁石
一

十 瓦厂

十 尸十 “ 加户 ,

边, 。 。, , 。, 。 ,

石奋石丁一 瓦厂
一

石于 百于 十 瓦厂

,

一 , ,

于 , 护 , 口, , , “ ,

万万 一 万于丁 十 丽瓦 十 百奋一 一 百厂

口扩 扩

一 飞万 一 一石丁 一 “ 。 一 “ 一
,

沙“ 户 护“ 户 护 , 户 “ 口“ 归

飞矽 一 飞万万 十 万共荞 一 万丁 一
一

白石一

十

夕 , , 口少 ,

一
一 可 一 十 , 一

,

场以
一

︸一

其中系数 些

一
, ,

, 口
。

二二竺竺

口

, 一 丝 一
犷

,
一

约
、

‘ 沙。 ,

些 ,,

一 立 如
己

乃。 , 些 一

氛
,

卫 一 二旦 ,

, 。 塑粤 生 擎 一 奥一 李
一

。

击
‘ 占

求解方程 的边界条件和匹配条件
,

可从
,

式得出
犷 , , 一

, , , ,

护
, ,

⋯
,

左
, ,

犷 争

石 一 衬
,

一 戈, 了 , ,

认 一必梦
,

一 夕 瓦
, ,

莎 一时
,

一 夕, , , ,

莎。 一衬
,

戈 了 , ,

在 , ,

莎 , , , ,

友一
,

现讨论 情况 用分离变量法求解 内 , ,

友一
, ,

令
, 万 , , 。

万 , 万, , ,

, , 几
, , 。 了 , 二 ,

万 , ,

“ 、, 了 , , ,

几
, “ ,

几
, 了 ,

万 , , “
万 , 。

万 ,

根据匹配条件 式的结构
,

对上述分离函数可假设 凡
, , ,

并记为
, ,

几

并记为
“ ,

而
·‘

一
。 , ,

一
。 , ,

故

。‘ ,
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。 , , , 夕 , , ,

一
“ , ‘, ,

将上式代人方程组
, ,

并令 夕一
,

,

砰

。 、

一 砰

其中
。

一 二十 二一
, ,

。

一 公一
,

一一一一毗昨
从 式可知

,

了
,

了 ,

, , , , ,

, , 丫
二二留

一一
, , 公 友几

,

故解应是
, ‘ 万, , 二

友‘ 一 友
,

, 至 ,

一 一
。 ,

一 ,

血 沃 伏
, ,

口 为积分“
常数 ” ,

由 时旋涡运动的初值条件决定 上式表明
, , , 了

, , 了
。 、 , ’、

均为周期函数
,

以 尺度计其周期为 二 反万,

下面将会证明周期大小依赖于旋涡的涡核结

构 利用 式
,

从方程 。 ,

得到两个相同的关于
。

和
,

的关系式

盆 二 友一 左十
。

一 受 二一 一 及
,

一

上式与方程 联立构成一个求解函 数
“

及 凡 的常微分方程组
·

边界条件 为 犷 一 , 六户 八
。 , , 犷 , 。

或
,

一
其数值解结果如图 所示 我们通过研究
, 时

, 。 , ,

的函数性态得到 杖几 为

此
,

需将方程
,

中的各项系数在

点展开为
犷

的幂级数 然后用级数展

开法求 及
,

即令

泛 二

尸

得出 又 又 从
。 , 。为非零解的条件及 , 时

, “ , ,

为零的条件可证明有

左了 苍丝
犷

口夕。

矛尝称
,

即《 了 是周向速度首项内解在涡心处的速度梯度 它反映 了涡核结构 系数
。 , 。

可由

该数值计算由力学研究所张文同志完成 , 在此致谢
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递推公式从 卜
, 。

的值给出
, 。 由 犷

, 时的匹配条件定出 因此
,

当 ‘ 时
,

系数 , , , 。 , “ , “ 可由 及 式两部分的乘积表示
,

当 取一般值时
,

它们

将是
, , , 、

的解式 和
“

及
,

的数值解两部分的乘积 由于本文篇幅所限
,

上述分

析的详细过程从略

现研究旋涡的运动特征
,

为此
,

要给定一个旋涡运动的初始条件来确定 设地转涡

在 万 时生成
,

当 了 瓦 时开始自由运动
。

并设 。时地转涡的瞬时速度为零
,

即

无 瓦
,

一 。,

奋
,

从解 式
,

匹配条件 式可知
,

当 尸
、 时

,

“ 瓦
, ,

一
“ , ‘

一 友 及 诱梦
,

一 戈 几
, ,

。 万
, , “ , ,

友 一 , 吐 互 一耐
,

一 夕 几
, ‘

利用初值条件 式
,

从上式可得
一汤梦

, , , 一必梦
, , ,

故旋涡的运动速度从 式可得

戈 几
,

不梦
,

一 友 一 讨
, ,

左
,

二 , 、 , ‘ , , , , , 、 , , ,

一
, , 、 ,

又
几

,

一子梦
,

一 友 一 毋梦
, 。左

由此可知
,

地转涡的运动速度呈周期变化
,

以 的时间尺度计
,

周期为 二 杖瓦 以通常的时
间尺度 、 了凡计

,

周期为 。 二 杖瓦 若用 。 , , 。 在 ,
, 的条件进行分析

,

同样可以

导出 式的结论

地转涡中心运动速度与背景流场速度之差为

戈 几
,

一 耐
, , 。 一讨

,

左 一 必 义 , ,

女
,

夕 云 ,

汤梦 , ,

一 , 子梦
,

友 一 髯
, , 滋 左

设 。二 , 占 ,
为从 于 云 ,

开始经过一段时间后
,

地转涡中心偏离平均轨迹位置的无量纲分

量
,

则
‘ 十 △ , 戈 一 诱梦 矛一 “

、 芡戈 一 ‘ ”

“ 一 , ‘ , , 、 ,

一万冲犷如打 一 少孔 , 盯 一 ‘月
,

于 △矛

龟
产

夕 毋梦己云 。 夕 俩梦‘

一
骨〔, , ‘ “· ‘

”, 一“一
‘”

·

由此可知
, 地转涡相对子平均轨迹作周期性的摆动运动

,

经过一个周期后的偏移分量分别为

讨 运动的周期与振幅均依赖于 万 几时的旋涡运动条件和涡核结构一及

上述双时间尺度内解及地转涡运动的全部分析是基于模式
·

的假设
,

即 长 时 间 尺 度 为
、 了凡

,

而
。

一 了赢 矿 , 一 。 对于模式 情况 长时间尺度取为 了凡
, 。

一

丫凡、
, , 一 。 完全可以依照类似方法进行系统的分析



翎渭
、,

第 期 凌国灿等 地转涡双时间尺度内解及其运动

五
、

结 论

本文运用多重时间尺度和空间尺度的渐近分析理论
,

考虑地转涡中粘性力影响得到了地

转涡的各阶内层结构和旋涡运动规律 首项内解描述了近涡心处的粘性涡核
,

其涡核结构与

文献 中用单时间尺度分析所得结果完全相同 其中的速度和相应的大气 自由面高度均为

随时间变化的有限值分布 一级解 认几万对短时间尺度变量 的平均与单时间尺度分析所得

的一级解相等 地转涡除了跟随背景流场一起运动外还作摆动运动
,

涡心运动对平均轨迹的偏

移和振幅为 。 司 摆动的周期
、

振幅和偏移量依赖于涡核结构和初始条件 涡心运动速度呈

周期变化
,

以短时间尺度计周期为 二 权 首项运动速度对 的平均与当地背景流场速度
相等

,

与无粘地转涡理论文献〔 〕中的假设一致 可以预计
,

不论取哪种长时间尺度 斌赢
或 。

了赢
,

当用双时间尺度分析时
,

旋涡运动速度对 的平均结果都会与无粘地转涡理论

中的假设一致 摆动运动的无量纲振幅相对于一个时间尺度的解来说都是 砧
,

而摆动运动的

具体解将与时间尺度的选择有关

工作中曾与同济大学数学系凌锗锗教授进行过有益的讨论
,

特此致谢
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