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理想塑性材料扩展裂纹

顶端塑性区内应力场
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《中国科学院 力学研究所

提要 扩展裂纹顶端弹塑性应力应变场分析是近年来断裂力学发展的乖要课题 本文对弹性

不可压缩的理想塑性材料中定常扩展裂纹顶端塑性区内的应力应变场进行 了系统的数学分析 讨

论 了速度场和应力场的高阶渐近方程和解的形式
,

证实高阶渐近场依赖于塑性区和卸载弹性区交

界线 刀的曲线方程 一旦 刀的曲线方程确定下来
,

高阶渐近场的解答就能确定 下来

关键词 扩展裂纹 理想塑性 高阶渐近方程 应力场

引 言

扩展裂纹顶端的弹塑性应力应变场分析是建立弹塑性断裂理论的基础 近十年来
,

该课

题的研究引起了很多学者的兴趣
〔’一 〕,

这些工作都是寻求裂纹顶端的弹塑性应力应变场的渐

近解 年
,

、。 ,

采用屈斯卡准则
〔’〕, 首先得到了关于弹性不可压缩的理想塑性材料扩

展裂纹顶端应力应变场的渐近解

年
,

等人 〔
’〕
和高玉臣 〔

’

采用 屈服准则得到了类似的结果

但是渐近解通常只适用于非常接近裂纹顶端区域
,

为了确定精确的应力应变场的全场解
,

需要求得适用于裂纹顶端塑性区内
,

应力应变场的更详细的解

本文对弹性不可压缩的理想塑性材料中定常扩展裂纹顶端区域内的应力场和速度场进行

了系统分析
,

建立了应力场和速度场的高阶渐近方程
,

讨论了解的具体形式
,

证实了高阶濒
近场依赖于塑性区和卸载弹性区交界线刀的曲线方程

二
、

扩展裂纹顶端塑性区内的应力场

丫

考察弹性不可压缩的理想塑性材料中的纯 型的定常扩展裂纹
,

解已由〔 〕给出 如图 所示
,

区域 是均匀应力区
,

是中心扇形区
,

是卸载后弹性区
,

是二次塑性区

渐近解的应力函数 汽为

卢
。 尸 。

刃

端部区域的应力场渐近

普〔
“〕

,

夸
。一 “一于

,

区

区

本文于 年 月 日收到
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。 月 , 。 , 。 、 。
,

了 七
’

万乙 刃 十 七
’十 切曰

一 一 夕一 区

, ,

, 石 一
‘

‘
产、

一一
、了了

夕 区

其中
乡二 夕一黝

十 , 一共 。 户 十
,

, 县奥
一

斗
任 乙 几

·

气 。且 尸

刃 一 夕一 夕 夕一 , 夕
, 一 户汀万
一 左 一 澎汀万

专“一
‘ , 一 导

·

。扮, 导
已 二枷

· 一

鲁’。力
·

刽专
二

冬
。 卜异 ,

‘

刀
。 , 。

现在来讨论下述定理

定理 如果在裂纹顶端的塑性区和卸载弹性区内
,

应力函数 笋可展成下列级数

,
。

彝
,

‘
·

‘
,

“,
。

象
之 ·十 ’

““
,

“,

火 ‘
,

夕一军
、‘一 一 刃

其中
凡。二

,

又 又 ⋯
,

印 夕

是表征塑性区尺寸的参量

则有 吮
,

‘

先证明 式
,

对 汽有如下屈服条件

子 偏 。

其中
。 ,

衍。是应力函数 必
。

所产生的应力偏量

、 。 。
一 脚 · 黔

一

翻
·

寺

。。 一 仑 一孕
记

一
,

耳
,“一‘

’ , , 。 ,

系‘
。爪 ‘一 ’
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则有

。。 盖一 阴 一
、

少
。 一 、一 川 一 一 , 一

确。, 一 几盆 〔 一 篇
一 , , ,

‘
·

‘ ,

这里约定

了 少
,

二 一
,

一

将 代入
,

比较不同的 幂次系数
,

得

活。十 偏。 二

,

鬓 “
川 ‘川 “ , 。 确。

了 二
,

》‘

方程 已满足 现考虑 的情况

了
,

确。 一

控制方程为

田 。 确。。 确 二

经分析得
,

一

。

区

区

因此
, 。 , 确 。 句

,

在
, ,

区
。

区

另外由屈服条件 推得

在 区

渐近解 一 所对应的速度分量 抚 在刀上是有间断的 因此
,

几是间断线 对理

想塑性材料
,

速度场的间断线也就是特征线 所以
,

在 双上必有

, 二 一 ‘ ‘ ￡二

也可改写为
, ’

一 ‘ ‘ ‘

刀的曲线方程为
,

程想方设

于
一 “

。

蒙
, “了‘ ’·’

”

几 艺 只
。

附 ,

其中
二 ,

。是图 中
,

径向射线与 月切线之间的夹角
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由几何学分析得知
,

沿曲线 乃有

。 。一 , 。 刀 , 、

‘ 以 一 ‘ 、 ‘ 一 一石之万 一
“ 犬

夕乙口夕

〔 产

因此
,

￡

这里 右二
,

用
、

,

夕
二 一 厅

一

习万 图

代入
,

并利

式
,

得

‘ 一

〔翼
。脚 一 ‘ 。、一 。

阴

一属
,

,
耐 泞 · 。尹 , 。
〕
’

艺 川 ,

用 一 ,

言
阴

’属
,

“一 ‘
’十 厂 ”

‘夕、

二 ,

真
。。,

。
阴

一
。

蒙
肠

,

。, · ‘犷
沈

,

·

真。
一 少两

、 一 。

一
。

蒙,
, 。

, · 。‘一少

由此推得

‘ 一

乡
用 一 ,

, 一

衬
·

艺
,

睿
,

功 一 ,

一 ,

鼠
二。, ,

艺 一 一 子
阴 ‘ ,

用

比较两边 登相同阶幂次的系数
,

立即推得

, 改 二

飞
。、 夕

‘ 一 汤。 决 二

上述公式必须在 月的两侧均成立
、

由 式及应力场的连续性
,

立即推得

,

进一步利用公式
,

将
。, , 确。,

展开成 夕一
、

的台劳级数
,

并利用公式 伦
,

得

川 双
‘ 一 几 而 民

由此推出
,

川 贫少

利用公式
,

不难证实
,

、、‘少村厂夕习 一 、
‘贪少

山 二
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刃
,

在区域 和 中
,

夕刁

利用数学归纳法
,

可以得知
,

阴 二 几 二 。
,

在区域
、

中

利 百】上面已经份出的结果
、

得

后 以
、

拼 叹
、 尹‘’

属
,

‘一 况 右
’

‘ 了汉
,

寡
。
宁 十

这里 刀育
。 义户 。

对
, 二 只夕 , 一 夕 , 一 ,

少

由式 中右端的余项是 。
, ,

或 。
, , 一‘ ,

量级
,

由 式
,

得

声
。 么。 获 。 ,。 民

鉴于 的结果
,

由屈服条件不难推得

。

, , ,

瑜 匆 “ 冬
几
司 瓦

, , 少

这里
,

知 是应力函数 笋所产生的应力偏量

一
〔 一、

,

。“ · 少听〕· 。‘二 少票
二 · 一 。 ‘ 。少

, 今 喃 飞
刁了万万丁

乡
,

叭 飞
一

、

‘
一

丁

记

, , 又 , , 一, 一八

乙引 二 勺 确 , 一 用

艺﹃
。

属

则有
、。

〔
、笼一 久, 几 ,

〕一 脚 一 人 , 一

一 阴 一 胡 一 。 一 ·生’

不‘ , 一 哎厂 十 又少 盆 一 盆一
, 二

这里约定
,

二 一 一
代入

,

在
、

两区得
, 确。 ‘ , ,

乒
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由此推得 当
,

时

,

哪 夕 口 , ‘,

拼 印
, “ ,

区
。 ,

区

区

、、

一一阴

进一步分析可得

吞。 丫万
, ‘ , 。 。 ,

户、。

乃, ,

汀了
, ‘ 、 ,

夕

一

卫鑫组
。

一

必六兰

现在来证明
,

在 区也有
, 二 》

为此讨论速度场
,

我们有

必 找艺
, ‘。

砚
,

口
,

。
火 。

口一 艺十 人 ”夕 羚 十 刁了
一 。 吕

属
,

‘一 ’ 阴
夕

, 认 一 , 夕一 一 , 一 , 夕

夕
夕 步

, 乌丈

一 ,

而
,

·

夕

“
口。

一护
。

寡
‘一‘ 一 ‘ ,刀

巾 一

一一月

。

而
,

几
。 一 一 一 , 一 ’ ,

、 这里 月 , 乱
。

是应力率在极坐标中的分量 由此得到下列速度场

沙 二 卫一
产

踢 二
产

、舀乃任,自、

、‘‘
如 二 一

。。一
· 之

艺 、
十 】
一 一 ‘

夕
,

巧。 谧
· 。。一 。。 , 一

。

寥
。。 ”。。

,

, 二

,一。 。。

青
。用 一 。 ‘“。

,

。门 ,

,

满足下述协调方程
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〔,。 。 一 。、,

。、十 ‘
、 ,

’ 一 ,

台阴 , 十 二 用‘ 一 。用 一 用 ‘,阴 , ,

这里
二 ,

。。 二 一 少 认
, ,

由此求得
。。 夕十 夕

。 。 , 。 、
「

一而一 、 口 十
任

, 。

—
〔 十告

, “,
’

〔 一 拼 〕
, 夕一

夕 , 夕

一孕川 句 斗 , 粤
。

任 任 ‘

】

一

号
‘ ” 一 ‘

,

由应力分量及速度分量的连续条件得

〔 户 〕 二 〔 汀 刀少〕、 〔 户 〕

〔 刀 〕八 二 〔 刀 〕八 二

为了使 得到满足必有
, ,

⋯

八 夕少 在 区

类似的可证明
, 了句 在 区

式证毕

三
、

关于 区的应力场的一般表达式

业己证明
。

刃 少
,

现在转向直角坐标 我们有

, 二 艺
, “

打 一 ,

乙
。

艺 乙
, 场

朋 日

将上式代入屈服条件
,

得

后 ‘ 二 尸

凡 几
。

几
, 二

在 区有 乙
。。 , , 。二
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由此导出

另一方面
,

, 、

、 。 于如 沙沪
、、

, ,

口 一 一笋犷一丫
‘

气不 , 一
口 ‘

注意到解的对称性
,

我们有

或 ‘ 斗 , 厂
‘】

属
从

‘ 一 少 ‘’

属
朋

〔 一 夕 〕
’” 认

,

一
‘ ·“ ‘ “ ,一其

夕一 夕 , ‘ ,

艺
门 , ,

面 。 睿
阴

,

由 式不难推得
。,“ , , , 一 夕 , ‘ ,

, 二 , 夕 ’ , , 夕一 夕 ’十 , , ,

二 夕 夕 , 十 又 一 夕 , ‘ ,

, ,

‘ 决 夕
又 , 夕 夕

一 , ‘ , 一 夕

另一方面在 区
,

由 和 式得

石 , 、,

四
、

高阶渐近解

讨论速度场
,

已有公式 一 从公式 一 ,

推得
〕

。。。二 一 ·‘ ,
。《

枷 二 夕 才一 介 夕
,

、。 。·“一

六
。卜 ‘ , 。。

八。下 下屯井 ,
,

心

在 区
,

、 一 、 旦奥凡
。、 。十 门 一黑龚 。飞

心 习 乙 户

。。。 、〔 一

告
、户 。、少令

。 夕 。 。〕
习 习 乙
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吸了‘少

。 、

〔 口了丁
。、 , , 一 旦瞿尹

。 。 , 一 八 。

心 艺

坏 二 “〔子‘ 一

六 刀 夕一 刀
汀丁

夕〕 一 夕

进一步讨论应力函数 必
,

所产生的应力率场

笋 击
, ‘ ,

犷 口 二 ’十 , ,

艺 厂
。 夕

一 ’

阴 一

。 、 。

生

厂
, 二 ,从 一 犷 久, 门 夕一 胡 一 , 一

这里约定
、 夕 厂

、 夕

卫
厂

, ‘ 尸 ,

艺 再
。 ,

一‘

, ,

乱 二 旦尸 而 , 一 ,
叻

艺飞
用

万
,

,历 二

合、, 不 一 舒 。,
, 一 凡。 一 ,厂

。 一

一 了从 一 一 飞 厂
。 一

一 不只厂筋 了 一 厂篇
一 ,

乒

又由应力率和应变率关系得

一

共
户

工 夕
、。

子萝 。
, 一 、一

‘

产 余
,
‘

、
拼

白
,

厂 ”
‘

另有
、下二 。 , 」 。

沙 月味
了、了,、

。

万
, ,

艺
,

乃
,、〕‘,

刀 。
,

一 ,

二 爪 一

脚少

如
。

冤
, 。

弧‘
一 ‘ 、、少

饰 , 二 艺 脚
,

一

大 助 , 脚 一 少沙 , 一 , 二 ,

、含。

一 、。
,阴 十 。一 、。

,

胡 、一 ,
王

】阴 。】。“ “

协调方程为

拼 , 十 儿 加 。 一 刀 , 。 , ,

夕 一
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这里约定 奋 枷
‘ 二 一

确 十 肠 痴万

, 二 一 只,
一

厂众十 脚 一 众一 ,

》
用

艺 喃
、, 饰

, ,

。 少
之 一 ,

二 附 一
于

在 区
,

」三
,

由 一 可以推得
只, 又,

乙 只 夕 几 夕

亡
。 。 , 诬 、

厂
。 一 又, 】 又一 夕一 只 又, 一 夕

一 〔
。 义 一 犷 一

凡 〕 凡 夕一 〔 又 卿 久、 夕

, 。〔乙 , 一 夕、己 , 一 印 一 , 夕〔亡
,

凡 已 凡 夕 几 只 口〕

一

以上公式适用于 只 丰 的情况 对于 凡 的情况
,

限于篇幅
,

不再列出具体公式

另外
,

在 区应有

拜行不刃 加 了 句

。 。。 二

击”
·。

‘
澎

一 、、粤 、。 。

八

呵 。勺而架
一

,

刀‘群 ‘ 只子厂石
,

凡丰

。 ,

少一击
·

、】 。。 小 击
” “

鸟 刃 一共 以 ’几 气 ‘ 产

义子五
,

几 丰

在 区则有

丛牲卫
。。痴 二

号冷
”。

只 又 二

一
吮 一了二共二 口

心

工
上专兴丝之

‘“一 氏 ’乃
’。 方

一 又 。 夕

,

犷无 一
二

,

川 ’ 厄下一 洲
’

、

一

一一一一一一如如厂

沂
寸 又 。 夕

, 。 ·曰

痴了
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沙 ’“ 二下 知
。 奋

加
。

一 ”。““· 、
。

“

好
设想 刀的曲线方程为

夕一 月一
”

军
犷‘” 、‘

少
, 二 脚

互
, “一‘一 ’

,
、、尹

加
﹄价口山,︼刀斗

了‘‘护‘、

则由应力分量的连续条件推得

〔 户 〕场二 〔 夕 〕。

〔 名 户 〕场牛〔厂靛 户 〕。
。

〔 ‘了 〕斤 〔石
,
了 〕。

,

另外由速度分量的连续条件得
仔 〕〔。知 句 〕 〔从 脚 〕

方程 一 共有 个求解方程而包含 个未知数
, 二 , ,

⋯ 乙。

因此可选
‘,

作为自由参数 其他系数就完全确定下来 从而
。

句也就确定下来

类似的
。

依赖于 佑
,

。 ·
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