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摘 要

本文提 出了一种波子不稳定演化过程的简化理论 —薄过渡层近似
,

并且把这

一理论得出的结果与
一 片理论进行了比较与讨论

一
、

薄过渡层概念的提出

在本文的第一部分
,

我们推出了波子的一般不稳定演化基本方程 见文献〔 〕 式
“ , 、

丁一刃 咔
一

气犷 , , 儿 留 ,

口扩
’

其中

口
几气护 ,

—’

口

是波子波数的演化率函数 假定 之 , ,

已确定
,

那么函数 式 , 。 , 便可确定 我们便可从
「 , , ‘ 中解出 ‘ , , , ,

从而在 , ,

平面上讨论方程 的解 换言之
,

若以
, ,

约 为独立变数
,

我们可把方程 变换为

粤 、 , ,

、 , , 留 一 。
,

了
“

其中

万序
“ 尸

又
,

,

夕
, ,

元 , , , , 二 ·

无 , , ,

约 从 , , , , , ,

方程 是个二阶常微分方程
,

借此我们可以解出 却
,

从而确定波场 这个波场解当然

必须与它的波数函数 , , , 相适应
,

这就是说明波子波数的演化率 又 , , , 不可任意给定
,

它必须满足自相容条件 见文献 式

“ 一 ’“
·”‘。一 ‘ 。

器
,

现在问题的关键就在于如何确定函数 双
, , , 或 又 , ,

动

我们曾经指出 在 , ,

约 平面上的 矛 , ,

的负值区域
一 ,
内

, 笼
, ,

一
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般不稳定演化型解将是一种 型解式 而在 , ,

口 平面上的 亏
, , ,

劝 的正值区域
十 ,

的极短波范围内 尹 》
, 无 , , ,

亦即方程 的一般演化型解将过渡到某种正则

彼动型解式 由此
,

我们可以设想 如果函数 亏 , ,

的零点在 , ,

劝 平面上位于极短波

范围内 砂 》
,

那么这种过渡将会在一个 坐标的薄层内完成 下面我们分别讨论两种不

同类型的基态

二
、

基态类型

我们考虑 男 , ,

约
,

及 义 , ,

动 均只有两个零点的情形 假设对每一个固定 值
,

函数

又 , ,

有零点 士 , 函数 , ,

有零点 士跳 , 由于 圣 , , , ,

动
,

显然永

远有

如前所述
,

在 亏 , ,

的负值区域
一 , 内

, 无 , ,

一 , ,

从而 亏
, , ,

孟
,

以及
一 ,

琪
一 , 】引 在此区域内

,

一般演化型解恰好是 型解
,

而另一方面
,

在

函数 子 , 动 的正值区域 酬
十 , 引 内

,

存在正则波动型解
,

其相应的 又 , ,

约 二 这

样我们很自然地设想 从 型解向正则波动型解的过渡主要只发生 在 酬 , 门琪
一 , 区域

内
,

或者说在薄层 叭 , 几 , 以及一几 , 一叭 , 之内 在这一薄层内
,

我们可近似地把演化率函数 死
, ,

约 表示为变元 的一个线性函数 我们构造出函数 又 , ,

二 的近似式如下 参见图 所示
、

又
,

月

飞
刀了

图 在基态类型 情况下
,

薄过渡层近似的示意图

向傲数 釜 , , 丁 , 义 , 丫 的分布曲线 , 波数演化率函数

的近似表永 图中 所指为薄过渡层近似 又
,

幻

丛一气

几 , 了

, 工 、 公 丁

‘ 在 火 少

—
,

《 一公
,

一 《 公 镇 一几
。

双 , ,

弓 、 叙
, ,

约

丁考一 叭

, ,

一
,

成 簇
,

毛
刁 ,注 , 巫

公

。

由此可写出函数 早
,

约 的近似式
, ,

, 左
, , , 二 圣

, ,

孟
,
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这样
,

演化方程 便完全确定了
,

它的解可以或者借渐近方法
,

或者借数值方法得出

下面我们叙述几点结果

波包轨线图

波包在
,

约
, ,

平面上的轨线可以由简化后的色散关系
干 亏

,

干 夕
,

近似给出 参看图

图 表明 一个紧卷导型波包初始
,

从
, ,

平面上的 点出发
,

将以正则波动型

式向共转圈 一 运动
,

在到 达 共 转圈

后
,

波包的波数将位于
,

的位置 此时波包

改以 型式向曳波 段 转 化
,

直至到达

极限点 为止 再往后
,

波包不能再维持

型式运动了
,

它分裂为两部分 川一 ’和

川十 ’
,

再一次地以正则波动型式向共 转 圈两

侧传播出去

放大率以及波的过反射率

图 在基态类型 情况下波包在
。 , ‘ 平面的运动轨线示意图

波包在共转圈上的 转化 过程
,

可以伴随巨大的振幅增长率 这个 放大

率以及波包在分裂成外行波包 川一
, 以及内行波包 川 ’之后

,

其振幅的比值是两个极为重要

“凡‘ ’

图 波在共转圈上的反射与透射及其与量子力学系统的类比

演化率函数 权 , 幼 的分布 , 波的相互作用示意图
,

图中 , 所指为 一 片模型 , , 为薄过渡层模型

的参数 为了确定这两个参数
,

我们把方程 应用于共转圈

具有如下控制方程的量子力学系统类比 参看图

一 几
。

上
,

并且把它与一个

可以看出
,

这个系统的

圈上的分裂与传播 事实上
,

相当于一个 波 玛
一 ’,

启 「 劣、 , , , 、

会 湍 少
必 ‘ 一

·

,
·

‘ ,

波在势垒上的反射与透射
,

正好对应星系盘上波包在共转

时刻
,

一个紧卷导型波包 《 一 玛一 , 向共转 圈传播

从 一 向一个势垒传来 按着量子力学理论这个人射
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波
,

将在 二 伪处分裂成两个波 川
十 , 川一

, ,

或者说
,

函数 子将符合如下渐近条件

当 一 时
,

子 成一协
一 幻

当 、 时
,

汤 川
一

协
一 幻 十 川

十

协 幻

对于这一 胡 波系统
,

我们可引人如下两个参数
「岌一 川 一 , ’ 蕊一 , ’ ,

, 活 吕一
, ‘

它们当然可以从方程 与边条件 劝和 用数值方法求出
,

等人曾用 渐

近方法解过类似问题
,

他们导出如下结果
、

、夕
、、夕乃勺夕

见
江二纽立
尾 , 、

,

一

反 。 , ,

一 尸 一

其中 士 。

是函数 叔
, 。。 ,

约 的零点

应该指出
,

对于波包在星系盘上的传播问题而言
,

以上定义的参数 岌
,

宁恰好是波包在共

转圈上的反射率以及透射率 由 一 式看出
,

对于基态类型 【 而言
,

波包在共转圈

上可以产生巨大的过反射率 汗
,

这种放大机制就是 ” 放大
·

但是另一方面
,

从稳定波列观点看
,

上述结果也可解析为一个短的内行导波
,

从共转圈反

射出一个短的外行曳波以及透射出一个短的内行曳波 其反射率由公式 决定可以大于
,

这种波的放大机制又正好是 等人提出的
“ ” 【 这里指出 这种波系统将

给出一个棒状旋涡结构

三
、

基 态 类 型

现在我们考虑系数 圣
, ,

及
,

有四个零点的情形 假定对每一固定 值
,

函

数 了
,

的零点是 毛士 , , 士
‘

而 里
,

的零点是 士
,
士

‘

依照前面的
“薄过渡层 ”设想

,

我们也可把演化率函数构造成变元 的一个逐段线性函数如下

参看图 斗
,

镇 一成
’ ,

式
,

‘

一
‘
一式

’

蕊 毛 一式
, ,

, ,

,

牛
丁

, ,

一式毛 提 一斌
,

一式提 镇 一式
,

夏
,

、 元
,

,

今 , 、
一‘月 、 少一丁一一一一下 ,

一式提 巧
,

成成 式
,

,
,

。 , , 、 一
,

‘月 气 下丁 一一下下,

一 朴

斌 蕊 ’
,

,

簇 丁 成 丫
’ ,

妻 式
’
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、、

醉醉玛玛
。

、、

图 在基态类型 情况下的演化率及量子力学系统类比

演化函数 又 , 分布曲线示意图 , 相应量子力学系

统的势垒函数分布特征
,

图中 , 所指为
一
片模型 , , 为薄过渡层模型

而函数 驴
,

动 仍然由公式 表示

应当指出
,

上述近似式 在长波范围内不一定合适 因为在范围内 由于 尹 》 不成

立 一般演化型解并不一定趋于正则波动型解 所以
,

在实际情况下
,

函数 叉 , ,

将会如图

中的虚线所示

图 在基态类型 情况下
,

波包在 , ,

约 平面的运动轨线示意图

波包轨线图

波包色散关系仍具有公式 的形式 其在 , ,

平面上的轨线将如图 , 所示 此图

表示 一个紧卷导型波包初始从 , ,

劝 平面上的
,

点出发
,

以正则波动型式运动到共转圈

之后
,

经过第一次 过程
,

只能转化到长导波范围的某点
,

此后波包将分裂成两部分
,

以正则波动型式离开共转圈而去 由于星系基态的不均匀性
,

那支离开共转圈外行的波包
,

有

可能被反射成为长曳波重新回到共转圈来 这时
,

这支波包便能在纯曳波范围内发生第二次

过程
,

从长曳波转化为短曳波 当波数达到 点之后
,

第二次 过程便中止下

来
,

波包再一次分裂成两部分
,

以正则波动型式向共转圈两侧传去

在基态类型 中
,

有两点需要特别注意
,

第一
,

过程不能持续地从导型波段进行

到曳形波段 第二
,

在长波范围内
,

由于近似表达式 不准确
,

以及长波在星系盘上的传播

特性比较复杂
,

在发生第一次 过程后
,

波包能否回到共转圈
,

出现第二次在曳波范围内
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的 过程
,

这点并不是十分清楚的 不同的基态可能表现不同特征
‘

波的过反射率及透射率

在这种情况中
,

由于波包发生了两次不同的 过程 一次在纯导波范 围
,

一次在纯

曳波范围 因此
,

波列在共转圈上的反射透射也经历了两次
,

一次在纯导波范围
,

一次在纯曳

波范围 我们应该分别讨论这两次过程 将方程 应用于共转圈
。

上
,

它也可 以和
量子力学系统 式类比 不过此时势垒函数 〔亏劝 又幻 将如图 所示 这时反射

率
、

透射率的公式 一 的仍然成立
,

但必须分别应用于纯导波范围以及纯曳波范围 由

此看出
,

波包的放大机制从波列观点看来
,

实质上是一个在纯导波范围内的 一

个短内行导波
,

在共转圈上反射出一个长外行导波以及透射出一个长内行导波
,

和一个在纯

曳波范围内的 一个长的内行曳波在共转圈上反射出一个短外行曳波和透射出

一个短的内行曳波 可以指出
,

这种波系将会给出一种紧卷的曳状旋涡结构
,

其中包含一定

的导波成份
· 一

色散关系与演化率函数
, ,

前面已指出
,

用
“
薄过渡层

”
概念确定函数 双 , ,

动 的近似式
,

在长波范围内不很妥当 我

们要指出还有另一种可能的途径 —借助于
一 一

色散 关 系 —确 定
又 , , 事

实上
,

运用稳定波列的分析方法
,

等人已推出如下色散公式 参看文献〔 中
,

式
,
一 尺 , 二 。 交 一

,

友 左
, ,

其中

犷
口肠
丫

应用这里的符号
,

上式便可化为

千 。 , , , ,

其中

““二 一 , 一 ‘“ ,一 , 罕 ‘

。孟

色散公式 应当与色散公式 相互一致 因此我们可令下面等式成立

亏, ,

一 圣
, ,

死 , ,

一 五 , ,

由此便推出

元 , ,

丢 , ,

一
, ,

按照这种方式确定演化率函数 又
, ,

劝
,

可以把 等人发展的正则模式理论与波子演

化理论联系起来 当然
,

由于
一 一

色散公式涉及到内
、

外 共振 在应用

时
,

我们要注意保持
,

同时选择不同的基态参数 。。 , , , 组合
,

会出现十分复杂情

况要作具体分析讨论 本文最主要目的是揭示波子在星系盘上不稳定演化过程与波子在
一

片上演化过程的异同 因此
,

这里就不沿此方向作进一步的探讨了

四
、

与
一

片上波子 过程理论的比较

和
一

以及 等人都期望可以把
一

模型局部地应用到星系盘

的共转圈附近
,

从而给出星系盘上波的演化特性 按照他们的理论
,

波子波数的演化率将恒为
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一
一一一 一一叫盆一 兰

常数
,

即由下式决定
。 , ” 、 了 , , , 一

、

从
,

一 万
一 乙没气找 一

。

口

从而
,

波子演化的基本方程可变为
‘ 子

,

、下
。

二 十 一于七子二 产 少
。

口
‘

戈尺

由 和 式
,

曾强调指出两点 任意导波型波子总将持续地一

直 为曳波型
,

并且继而越卷越紧
,

以至最终旋涡图案消失 在 过程中
,

波子

振幅可以获得巨大增长率
,

其值将从方程 近似给出

现在我们可以清楚地看出
,

以上两点对于星系盘并不总是成立的 虽然
,

在 过程

中
,

波子振幅还是可以被放大 问题的关键就在于星系盘上的波子演化率 戏
,

并不能

总是保持常数

对于基态类型 而言
,

上述结论有着一定的合理性 波包在共转圈上可以从导波段一

直 到曳波段的某值 波振幅增长率服从方程

里 十 区二尽上二 、
, 路 一 。

击
‘

几 ,

在函数 夕
,

的负值区域内
,

方程 与 完全相同
,

但是在 驴
,

劝 的正值区域

内
,

由于 盯
,

一
,

方程 的系数曲线将比方程 的陡得多 见图 因

此
,

按方程 算出的波增长率将不同于按 一 片理论
,

由 式得出的结果 但是
,

幸运

的是
,

在许多情况下
,

波的增长率主要是由方程
‘

的系数在负值区域内的分布所决定的 因

此
,

作为一种近似
,

我们仍可应用
一

片模型所给出的结果 虽然
,

越卷越紧
,

最终旋涡图象

将消失之说应修正

对于基态类型 而言
, 一
片模型的结果便将导致更大的偏差

,

方程 与方程

的系数
,

在长波范围内会出现重大分歧 见图 斗 结果是 在星系盘上波子永远不能
“一

次
”

地在共转圈上从导波 成曳波 过程只能
“

分别 ” 发生在导波范围或者曳波范

围
,

长导波向长曳波的转化只可能借助于共转圈外波在非均匀介质中的反射过程来实现 而

这点将密切地依赖于星系基态与边界条件

如果外行的长导波最终不能重新回到共转圈来
,

那末第一次 过程的放大率只能由

方程 在 半平面的解来确定 其结果将与 式给出的结果完全不同 如果外行的

长导波能被反射重新回到共转圈
,

从而发生第二次 过程
,

那末我们应该由方程 分

别计算这两次 过程之后的波的反射率和透射率 元 与 全 而这 些参数与由
一

片

模型得出的结果是不能相互对应的 换言之由方程 算出的波的 增长率与星系盘

上波包演化过程中所出现的反射率 户是不相同的两码事

当 过程理论提出之后
,

有段时期人们曾力图把这个关于波子的演化理论以及稳定

波列的模式理论在共转圈上联结起来 结果发现在处理基态类型 时
,

这种联结会 遇到很

大困难
,

总是不能完满实现 由此可见这些困难的来源主要就是在这种情况 下
, 一
片模型

不适用 而本文所研究的关于波子在星系盘上的演化理论与稳定波列的模式理论则是相互一

致的
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五
、

结 论

在本文
,

仃 中
,

我们应用渐近方法
,

推出了星系盘上波子演化的一般动力学方程

讨论了其可能具有的三种型式的解式
,

并且提出了一个简化近似理论 —
“薄过渡层近似

”

本文所叙述的波子演化理论是自洽的
,

除了假定总波长参数 一录很
小以外

,

我们没有对物

理模型作任何额外的假设 文中得出了如下结果
一

皿 对于星系盘上波子演化过程而言
,

正则波动型解与 型解一般只能在 , ,

平面

的确定区域内成立
,

因此不能用它们来描述波子在
,

平面上的完整演化过程
‘ ,

波子的演化或波包运动
,

一般说来服从于一般不稳定演化型解式 这种解式
,

在 , ,

平面上的特定区域内
,

将与正则波动型解或 型解相合

对于某些特殊基态 类型 及
,

可假设波子运动从正则波动型向 型互相过

渡转变的区域很小
,

因此
“

薄过渡层 ”近似应能成立 借助于这个近似理论
,

我们能确定波子的

演化率函数 又
, ,

从而作出波包在 , ,

动 平面的轨线图以及计算出波在 共 转 圈上的反

射和透射率
,

一
片波子转化理论只能在基态类型 的情况下

,

比较合理地作为一种局部近似应

用于星系盘的共转圈附近
,

而对于像基态类型 等情形而言
, 一

片波子转化理论与星系

盘上波子演化过程有重大差别

。

作者对林家翘教授多次十分有意义的讨论与启发
,

表示由衷的感谢 作者也衷心感谢林家

翘教授的研究生
。 以及

,

同他们的讨论以及他们对作者在使用计

算机系统方面的帮助
,

无疑对完成本研究发生巨大作用 作者还愿借此机会对麻省理工学院的

校方以及数学系的教研室成员和工作人员表示衷心谢意
,

他们的支持与帮助使得作者在其访

问期间感到温暖与愉快 尤其值得指出的是数 学 系 的 教授与 。 教

授
,

他们的热忱与友好将为作者永远记忆
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