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论陀螺的迥转稳定准则及其应用
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中国科学院力学研究所

提要 本文以卡尔丹角为方位参量
,

建立了轴对称刚体 陀螺 永久转动情形的非线性稳

定方程组 应用 月朋 直接方法证明了具有完全耗散情形的陀螺迥转稳定准则 陀螺绕对

称轴自由迥旋稳定的充要条件是转子呈扁形 这一准则不仅为陀螺仪设计提供理论依据
,

而

且为飞行器用自旋稳定实现姿态控制提供理论依据 美国发射的
。“卜 号绕长轴自旋失

稳和第一颗通讯卫星 号绕短轴自旋取得姿态控制成功的事实都能依据这一准则得到

合理解释

一
、

引 言

众所周知
,

绕对称轴高速迥旋的刚体 陀螺 能在惯性空间维持固定的自转方向 经

典力学通过直接积分运动方程证明了 刚体绕最大惯量主轴 短轴 和最小惯量主轴 长

轴 都是稳定的 只有绕中间轴旋转是不稳定的

年
,

最先在线性近似下证明了陀螺系统的稳定 准 则〔 运 用 几

直接方法
,

证明了刚体定点运动的 情形的稳定性和耗散情形的
一

定理闭 根据 定理
,

具有能量耗散情形的陀螺系统只有绕最大惯量主

轴 短轴 旋转才能稳定
,

这些稳定结论都有线性假设的局限

近二十年来
,

在航天技术中
,

飞行器利用自旋稳定实现姿态控制方案的实施促进了陀

螺系统稳定理论的发展
一 , 年美国发射的第一颗卫星

一 号设计用绕长轴

自旋实现姿态控制 但当卫星进人飞行轨道仅几小时就发生翻滚 为什么会失败 美国

科学家推测是由于卫星的 斗根鞭状天线的能量耗损
,

使卫星由绕长轴旋转变为绕短轴的

旋转状态 后来在 年发射第一颗通讯卫星 号时
,

就改为绕短轴旋转
,

获得了

姿态控制的成功【 他们的具体论证只有类比推测而不是严格证明
,

例如文 〔 〕 一 和

文 〔 马 一 中的论述

本文引人卡尔丹角为方位参量
,

给出了轴对称刚体永久转动的非线性稳定问题的普

遍数学提法 应用 月 直接方法建立了大扰动稳定理论 在能量耗损是完全的条

件下
,

证明了陀螺迥转稳定准则 这是 定理在大扰动情形下的推广形式 它提供了

陀螺仪设计的指导思想和利用自旋实现飞行器姿态控制的理论依据

二
、

问题的数学提法

我们在大扰动的普遍情形下来提出轴对称刚体的永久转动的非线性稳定间题 假设

本文于 月年 月 日收到
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第 么 翔 徐硕另 论陀组的迥转称定准则及其应用

刚体绕铅垂的对称轴旋转角速度为 乌
,

其重心比支点高 这包括跪娜和飞行器两种偏
形 对于陀螺考虑支承轴承的摩擦

,

同周围空气的摩擦等情形 对于飞行器考虑包括空

气
、

电磁场和光压等各种阻尼以及类似夭线一类的弹性构件引起的能最拥散、飞行器阻尼

包括对转动能和平动能的耗散
,

这里首先考虑前一种情形
,

后一种情形在 , 中讨论 对

于陀螺摩擦力矩的处理参考【 】怪 和 〔牙〕, 对于飞行器阻力的处理参考文献 〕和 【 〕

本文仅考虑能通耗散是完全的情形
,

假设耗散力矩具有形式
一乃 扩

·

其中 为扰动角速度
, 。 , 为 的铸里向最 力为雄降

,

其分匆是姗体转动椒匆分握和

阻尼系数
,

角速度分量的函数 平衡时 阻尼力矩对自转动能的耗欲将由丰动转
动矩补偿

,

以维持角速度 口。恒定 假设耗散是完全的
, 这等价于假定耗散算子 乃是正

定的
,

即存在最小本征值 几 及对应的本征函数 满足

二 力二 》人‘
·

, 护

这包括了以前各文对完全耗散阻尼力矩的假设

本文处理方法和文献〔 类似
,

不同处是选择卡尔丹角 叭 夕
, 了 为方位参遥

,

这样就

避免了用 个方向余弦作变量只有三个独立所带来的不便

首先引人三个基本坐标系

固定坐标系 口 ,

套
,

奋
,

备 奋轴取为铅直向上 坐标单位基矢为 超
,

心
,

鹉

坐标原点为 。

旋转坐标系
, , 二 , 二 二 轴和 誉

,

轴重合
,

此系相对坐标系以 乌 一
, ,

仇 旋转
,

坐标单位基矢为 亡
,

几
,

固连坐标系 。 ,

式
,

式
,

式 此系和刚体相固连
,

月轴取为对称袖 ,坐标基矢为
, 亡三

, 它二

设陀螺是安置在陀螺框架
、

即卡尔丹环架上
,

对于飞行器则是为了引人三角方位角而

虚构的情形 设外环 的轴是 轴
, “ 为绕 二 轴的转角

,

内环 支承于外环 中
,

内

环 的轴垂直于 二 轴
,

夕为绕内环轴的转角 内环
, 的轴在初始时刻和 二 轴重合 犷 为

绕对称轴的转角
设 。 , ’ 和

, 二 系之间变换矩阵为 全
,

其转置矩阵为 扣
,

用 。
,

夕, 了 角表示方

向余弦
,

变换矩阵具有形式切

、声舟‘夕了、

、、、户产犷了

声如 丫
厂 夕
一 ’

了 “ 犷 “血声
““ , 了 一 血“ 滋 声血

夕 一 恤“咖夕

血“如 了 一
“ 滋 夕

血
“ 了 。滋 夕血

夕

我们相对旋转坐标系 。 ,

对 列出控制扰动运动的方程组
,

包括动盆矩方程和卡尔丹

角方程
,

个未知函数 。
, 。 , 。 , 。 ,

夕, 了 的常微分方程组

动量矩方程

备
〔“

·

夕, “ ‘ 伽
·

力 十备〔
“ 。

·

, 。 滋 夕
, 滋 口

,

一 口孟 一
。血 。

。 护夕
, “ 夕血声

, 一 力 ⋯
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攀 学 , ‘ 年 雄持态

共中少为翻体傲 张盆
,

全

‘、、、,了了了任了了才口、、
、

介如
合
﹄

尸 玉“一
‘ “

’ ,

州一 血
“ 滋“尹“邮

一 “ 夕 声

才一 血 血夕。产 心一滋 咖
。

。浮
十 一才 面钾。面 声 淤铸裸 如如曲抽
一 血 。 ,

。 护夕 一才 扩 ,

和费、

吵厂
,

。的巴尹
对 为刚体质盘

, 汤为龙心距定点高度、 考为盆力加翔塞

卡尔丹角方穆饥

盯乃
了百、子、尹、
、

恤 一 武奶 。
, 。 一 。 ,

幽心
泞 。 ,

血 十 叱 , 。

份 尹 。, 。。一 。 诚 ‘

在方程组
,

一 中只有 式含 , ,

因此可先由 分
,

分
,

先解出眯 ,

以外的未知最
,

然后由 幻式解出 ,

三
、

轴对称刚体永久转动的箱定性

设所有解组 时 “ 。
, 。, , 。 , 。 ,

辫 构成欧氏空间 男笋

久转动状态对应这里的零解
‘召了 其稳定性按距离

试留
,

如
, 。 血 芦十 尸户

来定义

为了导出能量积分关系式
,

利用如下关系式

在 式等号左端第二
,

三项之和满足

刚体徽铅垂簿称釉的永

乌 〔田
· , , 十

会
〔‘ 口。 又 ‘

其中 “ 一
,

九
,

几 一 儿 一 砂
由方程式

,

导得如下两个关系式

合备 “
’· 十 。矿 ,

耐刃

、声、少︸,,‘二,且产
、
了、。 , “血“ 节 。 尽滋。声

粤
。。。 。。 夕 一

奋
一 。 如 。咖声一 。 声

以 。 标乘方程 , 利用 。 式得警式左端第二和第主项之和为零 柯用《 ,

式化简右端项得能量积分式如下

、、了、声丹通几丁二
了、了、兽

。 ,
,

, 。 ,,

。
, 。 。 ,

召
一
川

·

乃
‘ 。

路

其中

。 ,

声
, 。 , 。 , 。。 夕

·

。一
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第 期 徐硕昌 论陀螺的迥转粗定准则及其应用

。 ,

刃 一粤 一 , 、
“ 。 。。。, 。 声 、 汤 。。 。夕一 ,

一 , “ 护夕 夕一
。 一

鲁
“ 一 ‘ ,

‘ 二

合
‘ 遥

在 式中
,

为扰动动能项
, 。 ,

刃 为扰动势能项 口
·

右二
’ 为

摩擦力矩的耗散功率

应用 刀日叮 直接方法可得如下稳定性判据

定理 如果轴对称刚体绕铅垂的对称轴永久转动状态满足 , 即

口孟 一 才 了几 吕

则在扰动是小而有限情形下 ,在完全耗散条件下刚休永久转动状态是渐近稳定的

证 势能表达式 , 可变换为
。 ,

夕 如 夕一 如 如 声

了 一 如
, “ 一 血

, 夕 一 夕

由于扰动小而有限 ,

血 。 和 滋 夕都是小里
,

将 。 ,

刃 展开式保留至 级小

得
。 ,

夕 一 , 远 , 夕 一 一 如
, 。如

,尹

一专
’ ‘ ’‘ ,

’

牛升
〔 , 一 ,“ , ‘分。 ‘, 一 ’ , ‘

’
“ ,

一韶讨
。

“ “
’

这里 。 ,

川 的正定仅取决于二级小量
, ,

刃 的正定条件是
。 ‘ ,

即条件
,

取 月朋卵 函数为总能量表达式
,

即

‘ , 一合
功

·

’
·

“ ’ 十 “ 。
,

”

还扮邻了
·

。 。 一
, 。 护夕 加。夕一工一

自

由能最积分 和 式得

丝互鱼立 一 。
右

即是负定的

在扰动小而有限条件下
,

乙 。 ,

刃 满足
「 ·

乃二《 一 必 ’

。 ,

刃 正定条件为
。 在平衡解 材 ‘

一

。

子 ‘ 二
、 卜

飞

巴二二
, 。 千 , 夕 峨 乙

。 , 夕 《 丈
。 一 。 城 ,‘ , 夕

、 一

一
、 ·

卜
一

二 一
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、少、,产连受」,山吮乙了、了、
、

另外
,

由 式可得如下估计

‘·

晋
,

含
。 ,
’

簇合
。

·

,一 毛 二 晋
,

含‘
田‘
’

由在平衡解邻域内
,

令 关于 武那
,

是正定且有无穷小上界
,

即
、 嗯

,

嗒 镇 嗯了 ,

其中 一合
‘·

一
,

,

·

一一昔
,

晋
根据 叮 上述性 质 得 知 当

才、
,

、
,

产
,

,
,

再由 式 得
份 ”

,

即是渐近稳定的 当时间足够长
,

刚体将恢复到和未扰动前仅有 了 为常数相位

差的状态 对于轴对称情形是无须区别的
、

对于自由迥旋情形
,

则可以在大扰动普遍情形得到稳定判据

定理 在能量耗散是完全的情形下
,

扁形的轴对称刚体绕 对 称 轴 自由迥旋状 态

是渐近稳定的

证 将 月。 函数取为总能量表达式
,

即

乃正对口的印仁夕
·

。 。 一 。 , 。 。 ,

刃田
︼‘

召了

由能量积分关系式 知
嗯了
是负定的

当 人 时
, ,

刃 正定的充要条件是 由 式容易验证 卿
定性

,

即

夕
, ,

令
,

成 叮 夕
,

叮
,

其中
。

、
一 几一

,

一
,

一

。

吃 ,

一
,

一

且当 嗒丫 一
, ‘
召 的 一

至此证得
,

在大扰动情形
,

扁形陀螺 的自由迥旋关于 或嗒犷
,

的 是渐近稳

定的 即 , ”
, “ ”

,

口”
,

训 ”
,

再由 得 价 ”。 这里大扰动只要满足

一二 。

粤
,

和 一粤 月 粤 条件的限制

定理 如果轴对称刚体绕对称轴沿铅垂方向作永久转动满足总势能取极大
, 。

垠
口孟 一

则刚体永久转动状态是不稳的

证 设刚体对称轴偏离铅垂轴的角度为 口
,

势能表达式 分 可变换为
口 一 口 一

一 一
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第 翻 徐硕昌 论陀娜的迥转橄定准则及其应用

哎 。一 。 飞一 。。。 ‘ 。 一 。 血
,

旦

由能 积分关系式 对 , 积分得

‘。
,

声
, “ , 十 ‘“ ,一艾

。“
·

”一
‘, , 执

,

禹
,

, ,
。 , ,

其中 ‘ ,

丙
, 。办 为初始时刻 , 公 的抚动动能

,

为初始扰动势能

只要假设初始扰动满足条件 , 。

俩
, 汤

‘

,

低 《 乙低 呼

利用 式和 ” 式得到
。 一 。 血

, 旦
、

叹, 一 ,。 万 场 ,

禹
, 。 乙 。。

由移 式看出
,

对称轴偏离铅垂方向 夕角 随时间 , 单调增加
,

定理 得证

对于自由迥旋情形 。‘ 的不称定定理是定理 的特例 ,此即定理 气

定砚 ‘ 长形的轴对称刚体绕对称轴自由迥旋状态 。 是不稳定的

注意除了定理 受小扰动限制外
,

其余各定理都是在大扰动普追情形下证明的
综合定理 和定理 就能建立大扰动情形下的陀螺稳定准则

,

即如下定理

定理 在能量耗散是完全的情犯下
,

陀镶自由迥旋状态 稳定的充要条件是

转子显扁形

四
、

陀螺迥转租定准则

, 将陀螺系统按质点系处理得到迥转称定准
“唯有不稳定自由度数目是偶

数的系统
,

才可能有迥转仪的稳定作用 ,,
将上述原则应用于刚体的自转稳定问题

,

得到刚体绕最大惯量主轴 短轴 和最小惯

量主轴 长轴 的永久转动是稳定的
,

烧中间抽的旋转是不稳定的

定理表明 如果陀螺系统具有能量耗散
,

则只在作用力势函数具有极小值时才

是稳定的
,

应用于刚体的旋转
,

则只有绕最大惯量主轴 短轴 的永久转动才是稳定的 在

陀螺仪专著 〔 和 〔 中
,

用稍不相同办法处理摩擦力矩得出相同结论
“
摩擦对于伸长

形迥转仪能威胁形体轴作为永久转轴的稳定性
,

对于篇形迥转仪则无此能力
”

上述稳定性理论都有线性假设的局限 , 本文定理 , 给出的陀螺稳定准财是对大扰动
普遍情形得出的结论 如果能量耗散是完全的

,

绕对称轴迪转的栩休只在形状为扁的时

候才具有迥转稳定效应
,

长形刚体绕对称轴旋转不论转速是多大都是不稳定的

能量耗散使长形陀螺由无耗散时稳定的情形变为不稳定
,

但却使扁形陀螺变得更稳

定
,

扰动被自动抑制变为渐近稳定性

应用这一准则指导陀螺仪设计要求陀螺转子必领设计为扁形 这一 结论在 文 口 】

中亦曾指出过
,

但其论证是不严格的

五
、

对飞行器姿态控制的应用

对 禅
一 号失稳的分析 其外形见文 图
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应用本文定理 来分析 醉 一 号绕重心翻滚的原因
,

将
口 取为重心

, 五是轨道运

动中阻尼合力 尸 的作用点到重心的距离
,

阻力依赖迎风面
、

空气密度和飞行速度
,

近似

看为常量
,

在定理 中的重力矩用 刀 ·

代替
,

另外自转阻尼力矩认为是由鞭状天线的

扰动和周围空气的摩擦所引起

文 〔 〕 中对能量耗散的分析很笼统
,

对于平动能的耗散和转动能的耗散都要考

虑 由于存在转动能的耗散 一二 右二 使稳定临界条件 定理 成为 载 一

‘ · ,

对 一 号 一
,

此式不可能成立
一 号很快翻滚

的原因要考虑 碑 ·

的贡献
,

文 参 用能沉法估计 禅
一 号翻滚的时间只考

虑转动能耗散作用似乎不妥

我们这里指出了两种能量耗散 —轨道平动动能和转动动能耗散的不同作用 至于
如何考虑它们对翻滚时间估算尚待研究

美国 年发射的百灵鸟 号和 年发射的 禅 一 号虽是应用绕最大

惯量主轴自旋稳定
,

但由于太阳辐射阻尼力矩使卫星消旋 见 表

第一颗通讯卫星 — 号 外形见文 〔 图 运用绕最大惯量主轴自旋稳

定获得了姿态控制的成功

六
、

结 论

本文在大扰动条件下证明了陀螺稳定准则 在能量耗散是完全情形下
,

陀螺自由

迥旋运动稳定的充要条件是转子呈扁形

将陀螺稳定准则应用于陀螺仪设计
,

要求陀螺转子必须设计成扁形

本文证明的陀螺稳定准则为用自旋稳定实行飞行器姿态控制提供了理论依据
,

这

一结论已在美国的空间计划实施中得到肯定和证实
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