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一
、

问 题 的 提 出

如图 所示
,

主裂纹与分枝裂纹的长度分别为 , , , 分枝角为

。 ‘ 一粤 ‘一
。‘一 ‘ 一 。‘一 ‘

,

‘

利用已有的保角函数
,

‘

可将 ”平面 物理平面 上裂纹外区域
,

映射到 平面 映象平面 上单位圆外区域 并把裂纹

的顶点及折点
, , , ,

分别映射成 亡平面上的 丫
, 了 , , , 氏

》卜」叭 几 三一
,

图 分枝裂纹 物理平面 图 右平面 映象平面

关于系数
, , 丙 ,

口
,

热
,

的确定可参见文献 采用复变函数的方法山 , 可将问题归结

为求解两个单位圆外的解析函数 甲 妇 和 少 妇

王自强 已经得到如下的定解方程
,

一 , 。 。

丛娶二粤拿立一典牛典立
, 。 一 ,

‘ 戈‘一 气‘一 夕

其中
。 一 一二“ 二 了 一 了 , ,

从
‘

从 一
。一 , ‘ ,

, ,

从 为无穷远处主应力值
, “ 为对应于 的主方向和 轴的夹角

物 妇
。一 尹 互

,

、 , 一 互
黔半

“一

。 一 一
, 。 一 几 ,

因此
,

问题归结为求解积分方程
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二
、

解 题 方 法

中 的 是单位圆外的全纯函数 现在来分析函数 甲 口 在单位圆上的性质 先研究分枝

裂纹顶端的映像 了 附近的性质
,

原函数 叭 可解析展开成下列级数囚
,

, ,

万
”

一 二 ,

‘ 艺
, ,

一 , ’。一 , , , , ,

这级数在 附近 除 点本身 处处收敛 收敛域包括分枝裂纹线 注意到 。
,

为
,

有

一 一 “,一
了 , 合

功“ 了 , ‘一 ‘ ,
’,

甲
‘

否 。
’

乙 甲 。‘ ’ 乙一 丫 一

艺
, 。 ,

一
”

一‘
,

,
, 二 一 。

, , · · ,

丫弃瓜
由此

,

不难看出函数 了 约 在 亡 了 处是正则的

类似的可以证明 甲
’一 入 是有限的 进一步考察函数 了 约在 首 处的性质

设 二
,

由主裂纹和分枝裂纹所组成的角形区域内 折线裂纹之下 函数 叭 可展

成下列级数
,

, ,

一 艺 汉才
·

二
,

, 艺 才汉才
· 一‘ ,

嵘 是下列方程的第 。 个正的实根
,

兰里王竺 士兰望竺 ,

梦口

其中 。 , 一 , 不难证实最小特征值 讨 满足下列不等式

, 对 。
,

这意味着

之 产一 一 了 二 产 一
,

由公式 勺得

, ,产 , 粤 一 。》 一 。 司褚
一‘

‘

甲
,

亡 甲 。‘ 甲 互一 丫
, 亡一 丫

以 一 几 一 丙
。 右

一 , , 伴、
,

护毛 卜
。 ‘飞· 一
卜 。 ,

一 ,

‘ ‘

由公式
,

立即得到
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甲 , 一 几

类似的可证明函数 解 约 在 乙 。处有弱奇性 但公式 匀中的被积函数贾灭硒 在
。 伪 处是正则的 因此下列罗朗级数在单位圆外及单位圆上 除了 亡 丙 点 都是收敛的

。

试约 叭 妇 艺
,

‘
· ,

,
’

‘ 一 , 毛‘ 艺 一
, ,

‘一
‘ ,

一

将上式代人 得

。 乙

。

乙

气拼立鑫一
,‘
·尸一 “,

,

弓住亏罗轰尹迹
, 十 ,

约 一 处
,

妇 十 氏处
。一 ,

约

’
·

“, 一 叮 ,

。一
一 艺 一‘

一 ’

, 。 叮 一 心 ‘
, , ,

将 式代人 式
,

得

众薯
二

一

,

‘一 艺
。。
。 ,

‘ 一 口才‘
,

,

乙 一 石 了

乙一 九
乙互直里二里三互兰之

、

互一 汽

。

‘ 一 艺
。,

‘一凌
, , ”,

搜

, , , , , , 一 。 , 几 , 。伪 , 卜
, , ,

, 了全
”一 ,

夕
”

一 衬
”一 ,
夕老

, , 反
,

一

粉珊
一 加
粉珊

艺 〔司‘
” 一 九 “ , ,

万 。 二 , 一 二 ‘ , ,

口才乙 厂 。 乙
’

乙
,

、
, , 、 二

一 氏厂乙
一 ‘ 戈 叽夕 , 一 ‘ 刀 丁丁一一一一万 , , 二
了 了 又 一 了 夕

一汽
了、、

一一

,

一 了

一 一 ‘ 文一一
六 丈 , 移 一 ,

了 戈 一 仇 了 少

将方程 两边依罗朗级数展开
,

比较两边系数
,

得到下列确定系数
,

的线性代数方程

戈 ,

瓦 ·十 么
科

雪。 ” , 。 , , ,

⋯
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。 了 鲡 十 厂 必 , ,

由方程 求得系数 然后代回方程 的求得 甲
,一 ,

丫
一 九

,

再由下述公式

求得分枝裂纹及主裂纹顶端的应力强度因子

一 。

一 茗犬 , ,

丫奋 斌
一 九

丫
一

蔺而不了
丫奋丫

一 人

斌忑不万
’

︸,卜八︺﹃,
,卫、卜矛屯卜几,,︸

一
·

—一一一 「

一。
月 丫

。 ,

一 尹
尹

﹃刊
一。

少
·

缺

二
丁

振一亨鱿一箕、
女之 一、

二 一
一二一穿
— 一塑一

户尸

上以妞以月习 ”人 、、

月 、
、

熟
‘

一。石

红

,

狱 汤

一

阴

一

一

一 生沌
一

、一

。

、一︺

楠

图

范旅油劝 仃方万
一

面弓而
盆一下冈 刃

,

之

分枝裂纹顶端应力强度因子
、

表 犷梦

图 分枝裂纹顶端应力强度因子
、

从 ,

,

价价 么么 尹尹 么么

了了 斗 一 一

了了 斗
·

一 一

丫丫 二
·

乃乃
·

丫丫
· ·

斗 呼

注 圆括号内列出的是文献〔 〕的结果

图
、

图 画出了若干典型的计算结果 这些结果与文献【
,

的结果很好地一致 表

列出了本文结果与文献【 的比较
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