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提奥 本文提出的模型中假定应力空间中屈服曲面之外连续分布着无穷多个曲面
,

每个

曲面对应一个硬化模量
,

它们随着塑性变形而移动 该棋型还给出上述曲面的半径与硬化摸

量的关系曲线 曲面的移动可以反映塑性各向异性的空间性质
,

而硬化模量曲线的变化则反

映了材料的硬化 或软化 性质

一
、

引 言

在塑性强化理论的模型中
,

应用比较广泛的是等向强化模型和运动强化模型 前一

种模型 习不考虑塑性变形引起的各向异性性质 后一种模型匕们尽管可以描述

效应
,

但它只能假定材料是线性硬化的
,

并且不考虑加载过程中屈服曲面的扩大 或缩

小 以上两种方案的混合型模型认
‘·

同样由于受到如下的限制
,

应力关于塑性应

变的变化率仍然是塑性功的函数
,

因此 只能假定材料是线性硬化的
,

所以也不能很好

地描述复杂加载条件下强化材料的性质

在 年提出了切线模量场硬化模型 这种模型引人了切线模量场的概念
,

指出了描述塑性各向异性空间性质的正确方向 但 模型必须对材料曲线做分段线

性的简化
,

并只限于运动硬化材料

本文试图建立一种强化模型
, 它既能描述塑性各向异性的空间性质

,

又具有混合硬化

的性质
,

并不必做材料曲线分段直线的假定 模型中定义的矢量场和标量场分别描述了

材料的塑性各向异性和硬化性质

二
、

模 型 的 描 述

在 理论中
,

设材料曲线由 ” 十 段直线组成
,

则在应力空间中有 ”个等切线模

量面与其对应
,

如图
、

图中 。 为屈服曲面 由于应力关于塑性应变的变化

率 ’与应力关于全应变的变化率 厂之间存在如下的关系

因此等切线模量面即是等硬化模量面

一 厂

假定加载沿 方向进行
,

应力首先达到弹性极
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限
’ ,

在加载点的推动下开始沿 ’方向移动
,

此时塑性应变可由 法 线段的斜率

确定 继续加载
,

加载点达到
’ , 。 和 在

‘

相切 两曲面在加载点推动下同时沿

方向移动
,

塑性应变增量将由 线段的斜率确定
,

直至达到曲面 。 上的 点

图 有限个等硬化模盈的情形

此时三个曲面在 点相切
,

如图 若继续加载
,

塑性应变增量可由 点以后直线段

的斜率确定 现令其在 ’点卸载
,

应力点落在 》之内
,

遵循弹性规律 以后的后继加

载 无论沿哪个方向进行
,

应力点到达 时
,

就开始产生新的塑性变形
,

塑性应变增量

由 才 线段的斜率确定 到达 。 时
,

由 线段的斜率确定等等 由图 可看出 , 要提

高对实际材料曲线的逼近程度
,

就要增加等硬化模量面的个数

因此
,

若要刻划一条连续光滑的材料曲线 实际的材料曲线
,

就要将屈服面之外的等

硬化模量面增至无穷多个
,

并且各个曲面对应的硬化模量是连续变化的 但按照 理

论
,

设有 ”个等硬化模量面
,

就要记录这 , 个曲面的全部信息
,

包括它们的位置
、

大小和对

应的硬化模量 因而当 。趋于无穷大时
,

就要掌握无穷多的曲面的数据
。

但从以下可以看出
,

只要记录下很少几个特殊的曲面
,

就可以得到所有曲面的数据

如
,

若材料是初始各向同性的
,

则所有等硬化模量面是同心的
,

且中心都在应力原点
,

它们

所对应的硬化模量则由初始的 , 曲线确定

图 无限乡等硬化镶 面的情形



力 学 学 报 年 第 卷

图 为一单轴的应力
一应变曲线以及此种状态之下等硬化模量面的运动情况 瑕定单

轴应力的加载由 到 初始状态
,

屈服曲面
。
之外连续分布着无穷多个与 尸。 , 同心

的等硬化模量面 对应力空间中的任意一点
,

都可以找到过这点的等硬化模量面
,

其半径

为该应力状态的等效应力
,

该曲面对应的硬化模量可 由应力一应变曲线确定 应力沿 方

向增加
,

首先到达屈服面上的 点
,

开始产生塑性变形
,

加载点开始推动
。 沿 方向移

动 以后每有一个应力增量 。 ,

加载点就落到一个新的等硬化模量面上
,

其硬化模量可由

材料曲线确定
,

并且在加载点处相切的曲面同时沿 方向移动 加载点达到 点时
,

就

落在 点所在的等硬化模量面 , 上 尸 的半径为 点对应的等效应力
,

中心在原点
,

硬化模量由材料曲线 点的切线斜率确定 此时 《。 之外的等硬化模量面仍是连续分布

的同心曲面
,

而 之内的所有曲面中心都有了移动
,

保持与 〔 相切于 点
,

因此中心

分布在 ’直线上 如果在 点卸载
,

然后加载点沿相反方向移动
,

当到达 点时
,

将开

始产生新的塑性变形
,

重新进人加载阶段 同样
,

每有一个新的应力增量 。 ,

加载点就落到

一个新的等硬化模量面上
,

它过加载点
,

与 在 点相切
,

中心在 ’上
,

硬化模量根

据其半径来确定 按此规律可以加载至 点 在这过程中
,

只需要初始加载结束时 和

图 等硬化模最面的位置

《
两个等硬化模量面即可完全描述当时的硬化模量场

后继加载超过 点后
,

等硬化模量面移动的规律又与初始

加载时一样 这可解释为沿 方向那载的历史对变形特

性的影响
,

在沿相反方向的加载达到一定程度时被消除 文

献
、

用实验指出了材料对加载历史影响的这种性质

对于复杂加载路径
,

假定初始加载至 汉点
,

卸载后又加

载至 点
,

如图 此时应力空间被分为四个部分 后

继屈服曲面 之内
,

应力应变之间是弹性关系 曲

面 。 与 之间
,

所有等硬化模量面 与 和 , 在

点相切 曲面 , 与 才 之间
,

所有等硬化模量面与

和 凡 , 在 点相切 曲面
。汉 之外

,

所有等硬化模量面与 、才 同心

加载点到达后三个区域内的任意一点
,

都可以唯一地确定过这点的一个等硬化模最

面 因此
,

有了
,

和 就可以确定整个硬化模量场
,

而曲面 、 ,

和 ‘ ,

称

标记面

三
、

材料的硬化和软化

对于有限个等硬化模量面
,

若各曲面对应的硬化模量不变
,

则可通过扩大或缩小这些

曲面来描述材料的硬化或软化

如图
,

加载结束时若 、。 , ,
与 。 切于 ’点

,

它们的大小均无改变
,

则

它描述了一种复杂应力状态的 效应
,

因此是随动硬化的情形

加载结束时若 、 ,

略有膨胀 但仍切于 点
,

则表示材料的线弹性范围略

有增大
,

即此时材料曲线的 线段略有增长
,

而 点保持不动 这表示材料的硬化 若
。 与 在加载结束时膨胀到与 。 相等

,

则该加载过程并未引起材料的各向异性
,

与

等向强化模型描述的现象一致 因此 ,等向强化只是这种模型的一个特殊情况



第 期 陈其业等 弹塑性介质的一种非线性强化模型

若
, 。 在加载结束时略有缩小 仍切于 点

,

则表示材料的线弹性范围略

有缩小
,

即此时材料曲线的 践段略有缩短
,

而 点保持不动 这表示材料的软化

对于无穷多个等硬化模量面
,

我们不可能给出无穷多个曲面的膨胀 或缩小 规律

根据材料曲线 。 。 ,

可以做出 一 , 曲线如图 斗 。 其中 为单轴应力下的等

效应力
,

这里做为等硬化模量面的半径 当 , 取大于 几 的任一值 子时
,

可以在
一 , 图中

找到该半径为 矛的等硬化模量面对应的切线模量尹
、

因此
,

随着塑性变形的产生
,

不断改

变 一 曲线
,

就相当于在 一 , 曲线不变的情况下不断改变无穷多个等硬化模量面的半径

达到描述材料硬化或软化规律的目的 例如
,

在加载阶段
,

加载点触到半径为 , , 的等梗

化模量面
,

即图 中 点对应的等硬化模量面 假如在这加载过程中曲线 以某种

规律移动至
‘ ,

则表示半径小于 , , 的所有等硬化模量面对应的切线模量 降低
,

即根

当于等硬化模量面的缩小
,

它反映的是材料的软化 反之
,

若 丑曲线移动至 ” , 则表示

切线模量 的增高
,

它反映的是介质的硬化 又若 曲线不变
,

则后继屈服曲面的确定

与运动强化模型一致
。

若变化后的 曲线成为 川
,

则该模型退化为等向强化模型
。

注,、叼才﹁习
,﹃月

’害
尹

,

比‘一一

仁二三
口 才乳 厂 口

过

图 硬化摸量曲钱

四
、

模型的数学表述

后继屈服曲面的变化

我们定义 ‘
,

为后继屈服曲面的半径 加载过程中后继屈服曲面大小的变化
,

标志着

介质的硬化或软化
。

由于塑性变形引起的介质的各向异性已通过等硬化模盘面中心位置

的移动来表示
,

因此 , , ,

是与方向无关的函数
,

它可以和塑性应变
、

时间
、

温度等因素有

关 另外
,

对于某些材料
,

如岩石等
,

它又与应力状态有关
,

因此
, , , , , 。 , , 。 , , 护 , , 。 ,,, , , ,

式中 护
,

和 沪 , 为三个应力不变量 还可以假定 , , ,

与改变材料的力学性能的其他累

积效应有关 本文将只讨论与塑性应变 。 , 有关的简单形式
,

一 护 , , ,

当 。 , 增大时
,

弓
,

不能无限增大或减小
,

而应是一有限值

对等向强化情形
,

由于塑性应变与处于加载状态时的等效应力是单值对应的
,

且后继

屈服面半径总等子加载时达到的最大等效应力
,

所以有
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, , ‘

‘
二 斗

对于非等向强化情形
,

适用于不同介质的函数形式亦不相同 做为简单的例子 ,我们

取如下的形式
, , 犷 。 又 一

一‘“‘’

其中 , , 。是初始屈服面半径 。 , 是累计塑性应变 几和 。是待定参数
,

由材料试验确定

做为一种特殊情况
,

当 几 。时
, ‘ ,

二 , , 。, 即屈服曲面大小不变
,

是运动强化情形 当
孟 。时

, ‘
,

八。
,

标志着介质变软 当 孟 。时
, 卜

,

勺。,

标志着介质变硬耘但无

论介质是变软还是变硬
,

由 式确定的后继屈服曲面的半径
,

当孙 》 。时
,

趋近一渐近

值 ’
。

, 。 一 , 。 孟 。

由式 ,
、

可以看出
,

参数 又控制着硬化或软化的范围
,

而 。则控制了随 。 , 而硬化或

软化的过程的速度 由
、

两式可得到‘ 及 几的表达式
,

。 一

—
一一生边一一一

可一
仁气群

塑

凡 , ,

几 止迪三 一
,

我们可以通过单轴应力实验确定式 中参数 几和 。的值 假定初始屈服应 力为

几
,

单向拉伸
,

使应力达到 几 。。 ,

测得塑性应变为 朴
,

卸载后压缩
,

测出屈服应力 压

应力 为一妈 由 式有

。 。 一 。 一 一 。一粤

解出 。为

口 一 外

一竺粤早丛、
名几仍 ,

。

进行应变控制的反复的拉
一压循环加载

,

直至屈服应力趋近一常数‘
,

由式 有

几 鱼 一
几

么硬化摸皿曲线的变化

在图 中
,

点的移动可由式 确定
,

曲线的变化代表了材料特性曲线的变

化 函数 ’应具有以下的形式
, , , , , 、,

牙 ,

其中
, ‘ 是表示与 点相联系的与加载历史有关的一个参数

, 牙 , 是塑性功
,

对于稳定材

料
,

变化以后的 ’必须保持是单值单调的 因此
,

在 点没有间断
,

’的导数在汉点不

大于

函数 ’的实验测定比较复杂
,

但对于某些材料
,

取如下的函数形式
, , , , ,

能与试验结果吻合较好 见本文算例
,

即在图 中
,

曲线的变化只与 点和 丑点的
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位置有关 更进一步
,

可以认为 曲线段的变化只是原始 曲线沿横坐标方向的放大

或缩小 初始状态若 由下式确定
‘ ,

一 , 。

则在加载点达到半径为 , 的等硬化模量面
,

后继屈服面半径变至 时
,

图 。 中曲线

段
’

可由下式表示
’

受 一 , 。

式中

及 二 二二色
‘

护 一 犷

曲线段 仍由 式表示 以下两种情况必须考虑

继续加载
,

加载点到达半径为 , 的等硬化模量面上
,

后继屈服曲面半径变至 , ,
‘

变至
‘ , ’ ,

如图
,

曲线段
’‘

’由下式表示
,

抓
‘

左 , 一 ,二

其中

乞 今二粤
犷 一 犷

曲线段
‘

不变

卸载后重新加载
,

加载点到达半径为 , , 的等硬化模量面上
,

后继屈服曲面

半径变至 ,石,
, ’

变为
’‘ ‘

见图 曲线段 ” ’

可由 斗 式表示
,

但其中

左一 左共
犷。

一

产﹂,

才,、与减,八

·

访

一一

图 硬化模母曲线的变化

曲线段
’

仍由 式表示
,

则保持不变
。

等硬化模 面的运动

如前所述
,

我们可以根据有限个称为标记面的等硬化模量面的位置和大小来确定任

一等硬化模量面的参数 现在以带
。 的量表示第 ”个标记面的参数 令应力分最为

。“ ,

第 ”个标记面的中心位置为 “ 梦, 应力空间中等硬化模量面是一些超曲面
,

在 。

屈服准则之下可以表示为

合‘“
’一‘ ,”

‘

姚‘
’

一 玛‘”‘ ““
’一‘ ”

’
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试穿,
,

姚笠, 。 , , 一 试
” ,

其中

司尹, 。‘, 一 梦〕

做以下坐标变换
,

艺 ,

一 。 一 。 了万
艺 一 。 。 一 。

,

了
一

牙
凡
。一 。 一 。 丫万

艺 , 一

艺邓 一

了万。
。

了百
一

。 ,

万,

了
时护经同样的变换得到 汀

,

变换后 式成为

万 , 万玉罗, 艺 生, 十 万穿, , 茗玉, , 万呈, , 一 时
,

其中

耳 ,
, , , 一 冬了,

这表示原点在 汀
,

半径为 叭
。 》的超球面

等硬化模量面在加载点的推动下移动
,

移动情况可由图 看出 假定先沿某一加载

路径加载至 点
,

卸载后又加载至 点 在这过程中
‘ , 《浓一 , ,

做为标记面与屈服曲面
《。 被记录下来现在欲确定继续加载至 点 应力状态为 各 时 ’及后继屈服曲面

的位置和大小 如图 所示
,

应有下式成立
,

, ,

由此式可以确定过 点且与 , 在

点相切的等硬化模量面 尸 它的

中心位置及半径分别为
, 犷

‘ , 一 产 了
‘ ,‘

‘ , 《,一 产 了
‘ ,‘ 斗

式中

乳
、

一 酬尹
·

刀下
产 一 一

, 、 , , , 一 ,

二
么奋犷

‘ ’

李了
‘ ’‘ ,一 日月咨了

‘,‘

川尹
,‘
玛尹

, 一 汉汀

屈服曲面移动至新的位置 。 ,

玛少一 各 , 一粤 二
, 一

图 等硬化模量面的移动
此时 《,一 也移动至一个新的位置

,

在 点与
’

相切 但如本文第二部分所述
,

它的大小及位置已不必记录

若继续加载
,

加载点推动了所有的标记面
,

则先前的标记面都不必再记录
,

代之以新

的标记面 《 和后继屈服曲面 、。 ,

一 万 ,

川今, 一 。

才、, 一
, ,

卜“
、 仁
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在平面应力状态
,

问题可简化到三维应力空间来处理 夕 式成为

试 , ,

砖罗,
,
一 试 ,姚穿, 试罗,

, 一 试 》

取如下形式的变换

召 一 。‘ 、
, 万 , 一 。 一 。 了百

, , 一 斌了、
才卿的变换与 同

,

式 成为

万气, 呈罗,
, 万气弓,

,

一 吠 , 一

其中

昌夕一 , , 一 卿
这仍是球面方程

,

其中心在 川 , , ,

半径为 叭
。 ,

因此描述等硬化模量面移动的公式 一

仍然适用

根据以上模型
,

我们将单轴应力循环载荷作用下铝合金试件的试验值与计算值进行

了对斑比较 根据试验曲线
,

式
、

中各个量的值为

丙 时
, 几 ,

价 时 , 仍 〕, ‘妥 务

求出 沈
, 。 一 用本模型确定的第 和第 个循环的应力应变曲线和实

验曲线的对比情况见图

文献【 中介绍了 孟 时本模型的平面应力问题的有限元算例
。

图 控制应变的循环应力应变曲线
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