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二元拉伐尔喷管不可压缩流动精确解

林同骥 浦 群

中国科学院力学研究所
,

年 月 日收到

摘 要

在物理平面上
,

仔细分析沿拉伐尔喷管中心线和喷管型线的流动
,

可以发现拉 伐 尔喷管流动
的上下两半部分在速度平面中是两个相同的具有尾缘点前后错开的双尾的裂缝厚 翼 型 该两个翼

型处在不同的黎曼面内 翼型的内部在复位势平面中可转绘成无限长的条带
。

利用这些 结果 得到
了二元拉伐尔喷管内不可压缩位势流动的精确解 精确解对任意给定的收缩比 。 、

扩 张比 。 , 和喉

部壁面曲率半 径 都适用 作为应用的举例
,

给出了一些典型的喷管型线
、

喷管 内的流 速分布
以及不同瞬间流体质点的所在位置

一
、

引 言

本文考虑二维理想不可压缩流体在拉伐尔喷管内的流动问题
。

这是一个典型的基本流动

问题
,

但它的许多重要流动特性还未被系统地认识 例如喷管喉部壁面曲 率半 径 气 收缩

比 和扩张比 凡 怎样影响喷管喉部和喉部截面的流速分布 对于收缩角和扩张角不等的喷

管
,

喉部最大流速 出现在哪里 喉部截面上的流向如何变化 流体通过喉部各点的时间经历

如何 这些问题直接关 系到喷管喉部型线的设计
,

需要在定性和定量上予以回答 本文的 目

的是试图通过对喷管流动的仔细分析回答上述一些问题
。

拉伐尔喷管内二元理想不可压缩流体流动问题的控制方程是拉普拉斯方程
。

由于计算技

术的进步
,

求解这类方程已经发展了许多数值方法 但是由于其边界条件的非线性性质
,

采

用数值方法来系统地全面地了解不同几何参数下拉伐尔喷管流动的种种特性需要耗费相当的

机时
,

且会引进数值计算所不可避免的误差
。

与此相比
,

精确解能以用很少的工作量给出许

多确切 的定性和定量的结果而具有独特的意义
,

同时它又可用以衡量其他求解方法的精确程

度及误差范围
。

速度图法有可能给出上述问题的精确解
,

关键在于如何在速度面上选取适当型线
,

使得

在物理面上能给 出所需要的喷管型线
。

本文分析了物理平面上沿拉伐尔喷管中心线和喷管型

线的流动
,

发现拉伐尔喷管流动的上下两半部分在速度平面中是两个相同的具有尾缘点前后

错开的双尾的裂缝厚翼型 裂缝翼型的内部在复位势平面中可转绘成无限长的条带 利用这

些结果得到了具有四个可调整参数的拉伐尔喷管流动的精确解
。

该解 对 任 意 给 定 的 收 缩

比 。 , ,

扩张 比 和喉部壁面曲率半径 朴 均适用 文中还给出了
,

和 各 与四 个可调参

数间关系的代数表达式 作为应用举例
,

给出了一些典型的喷管型线
、

流速分布以及流体质

点的时间经历
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二
、

速 度 面 型 线

图 给出一般二元拉伐尔喷管的壁面型线 如图所示
,

它通 常是 对 称于 轴的
,

此只需要分析它的上半部分 令 , 轴通过喉部截面 不失一般
,

假定喷管喉部 半 高 度为

喷管的主要几何参数为收缩比 ” 、

扩张比 和喉部

壁面曲率 半 径 气 图 也 给 出了 最大收缩角

和最大扩张角 为讨论方便
,

设

首先分析喷管中心线 上的流速 由于 流

动对称于 轴
,

沿中心线上垂直速度分量 均为零

由于喷管截面收缩
,

从 到 水平速度 分 量 “ 从
“ , 单调 上 升到 “ , 而 从 到

,

由于截面扩张
,

从 为 单调下降到 七 上述沿中心 线 姓 上 流 速

的变化 情 况
,

在速度面上形成 折 线
,

如 图

所示 因为 飞
,

所以 为 “ , 必须指出
,

对于收缩和扩张相对于喉部截面不对 称 ”, 笋。 的

拉伐尔喷管流动
,

点的位置不在喷管 喉 部 截 面

上
,

这在以后还将仔细讨论
。

现在分析沿喷管壁 面 的 流 速 从图

喷管壁面型线看 在 线上
,

由于截 面收

缩
,

速度 从零下降到一个负值 后又回升到零

速度 。 从进 口处的 流速“ , 单调上升到喉部壁面点

扭 物理面二

左度西 。

月,之

、 复位势面心

图 喷管流动的平面转换

处的流速 。。 在 线上
,

由于截面 扩 张
, 。 从零上升到一 个正值如后又下降到 零 。 从

喉部壁面流速 。
单调下降到出口处流速 “ 上述沿喷管壁 面 上流速 切 “一‘ 的

变化情况
,

在速度面上形成开 口 的环形线
,

如 图 所示

综上所述
,

物理面 才 上一般拉伐尔喷管的上半部在速度面 二 上形 成 尾 部分叉
、

尾缘点

前后 错开的厚翼剖面
,

这就是拉伐尔喷管在速度面上的型线
。

由于问题的对称性
,

整个喷管

是速度面上不同黎曼面的两个裂缝错尾翼型
,

两个黎曼面在图 所示的公共折线 上

相连
,

公共折线对应于图 中喷管中心流线 上的流速分布

有了速度面上的喷管型线
,

下一步是寻找将裂缝错尾翼型内部转绘到复平面 互上无限长

条带内部的转绘函数 切 二 动 这里 互 口
,

口 是喷管流动的复位势
,

是一常数 我们

知道
,

尾部分叉的翼剖面的内部区域可由双曲线一侧的区域位移
、

反形
、

放大得到
,

这样得

到的翼剖面
,

它的两个尾缘点是并列的 『‘ ’ 为使两尾缘点前后错开
,

如图 所示 的情况
,

我们在 功 作为 亡的函数关 系式中增加一项 。 亡
,

得到

叨
一

互 元

七斌二于死乙千成 几
功 一 刀 ,

乙二君 盛刀

边界条件为 。 呱 这里 几,

, 和 刀。都是 由喷管几何参数 气 价 ,

和 或 口 决定的待

定参数
,

是参考速度 这一关系式将 乙面上 刀簇刀。 的区域映象为 功 面上尾 部分叉
、

尾

缘点前后错开的翼剖面的内部区域
,

如图 和 。 所示

从图
、 、

看出 , 流线 在 或 雪面上是直线
,

而在 。 面上形成折线 分
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析物理面上的喷管流动
,

沿流线方向看
,

流速在 点有极大值 而沿 等 势线方向看
,

流速

在 点则为极小值 因此
,

事实上喷管流场中的 点是个鞍点
,

而 不是奇点 在速 度面上

分析流动性质时
,

重要的是应把鞍点与奇点区分开来

三
、

喷 管 型 线

根据不可压缩位势流动理论

二 「尤 。
,

二 二
二

八 “ , 十 夕 , 各才 毋十 ,梦二八 , 功 一叨二 ”
‘丙

其中 是常数
,

为方便起 见
,

令 、 叮。 ·

将式 代入 并积分
,

得到

· 。一

飘“一 ‘一 一 ‘

式
、曰 几

一 、 一

」

分开实部和虚部
,

·

得到物理面上的喷管坐标

乙 幻

亡一幻

、

⋯
苦

少气已」

占
,

刀 飘 一 一 , ‘ “‘ 几 舀 刀 几 占
一 几 君 刀 久 首

〔 刀 占 汽 刀 名雪一
人一自

一

, ‘
,

。卜 器
一

。一 ‘一 一‘““,
一 ‘

「
叮 久

冲 占 几

、广飞三,

行心

一 一 刀 占
叮 几

取 占或 刀 为常数
,

方程 给出喷管流动的等势线和流线 , 刀 仇 ,

则给出喷管型线
。

这里有六个可调整参数 几
, 。 , ,

枷
, 。 和

,

它们用 于调整喷管的 几 何 形状
、

尺寸以

及喷管在 平面中的位置 根据无 量纲定义及 夕 轴通过喉部截面和喉部半高度为 的假定
,

有

一
,

刀。 , 、
, 刀。 , 苦 二 舀气刀。 , 铃 占气冲。

这里下标 表示喷管壁面
,

上标 为喉部条件

将式 代入
,

得到

“一 犷一 一 , 。。 ‘

雄洲 丰粼
一

孙 一。 · · “

刀。 查铃 〕

。。一 ‘ 一

刀。
之

一 久 刀。

雪朴 之 叮,

一
刀。 占怜

刀。 占补 几

称 。, 二 一 。

因为 刀 常数 代表流线
,

根据微分几何
,

物理平面 二 ,

妇中流线的曲率半径可写为

刀 〔 一 内 六
“

会、“。 众
“ 一 ,

如 叙 夕。 万‘ , 么

众
, 二‘ ‘广夕‘二 二荟“
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这里下标 君表示对 雪的偏导数 在喉部壁面 叮 枷 处 尹 川 劝 朴“ 火 补 ,

于是从

式 和 得到喉部壁面曲率半径的表达式

、,声
声

︻丫
、几

、‘

、少刀 , 二蓄
“ 梦蓄

一 ’

戈忿
,

叮沙

雪朴 一 叮。 几 刀。 占苦 十 乞几一 占苦 占苦 几 刀。

嗜资 几 刀。 省怜 几一 刀。

之 刀。 一 省釜一 占怜 〕

枯朴 几 冲。 舀带 几一 场。
气︷取

一一
甘‘‘

从式 和 可知
,

当 久
, ,

和 叮。给定时
,

气 。 , 和 便确定了
,

喷管的形状也

完全确定
,

因此
,

对选定的 刀。 和
,

可以作出不同 。 和 苦 下 随 几变化 曲线 刀。 二 ,

‘ 。 的曲线给 出于图 刀。 二 , 二 的曲线给出于图
。

汀 人 ” 尸井

朴。 ,

二 苗

氏 口二二二 二刃二冬石苏不二 丽刀

、、、、、三三琪令补育交立二二二
户户二

‘ ’

丈少尸丫勺 二‘圣卜共二二二

簇簇簇
, , 一 、

‘
。乡

‘ 了

, 。二 兀 ,

图

机 可
,

不同 。和 芬 下的形状参数 和浇

应用上述关系式
,

当固定其余参数
,

仅改变 。 或 共 时喷管型线的变化 分 别 给 出于图

和 而 甘 和 ”。相同
、

不同的喷管喉部型线给出于图 由图可 见 喷管型线间

的过渡是平滑的 上面得到的精确解对所有 气 和 的实用值都适用 由图 还可以

看到 值增加将使收缩角 , 增加
,

而使扩张角 减小

这里给出的拉伐尔喷管不可压缩流动的流线和等势线
,

为求解拉伐尔喷管跨声速流动提

供了有效的贴体坐标系〔么 ’

四
、

速 度 分

分开式 的实部和虚部
,

并利用 犷 矿 沪

布

夕
“ ‘ 。 , 得到喷管流动的速度分

布
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口口口囚囚冈冈
一 ,, 刀王王

团团团国国巨习习

团团团田田厂牙

团团团口口团团 扎 川川
。

别别

万

「「,, 「不不 一 口 口

口口节节厅了了 引引

叮叮
图图图同同

,,,

冈冈冈团团
吕吕

叮叮叮不
一一 一 氏氏 夕

团团团丽丽
可可可

之之
。 ,

‘

团团团巨习习 犷犷
’

。

图 喷管型线 不同
, 斧 不同

,

不同

、吸
,

少

寺
一

「
。。 。 “ · , ‘

一
。, ‘ ‘ ‘ , 一 。 ‘ 〕

一 ’

去一 ‘ 。 , “一 , ‘ “卜 , 。 “ 一 」
一

寺
一 一 , · · , 一。 、 七

一 ,

刀 一 几 雪一 义 雪 刀 〕
一 ‘

刀 占一 刀 雪 之 “ 刀 雪一 君“

。 君一 场 久 刀 占 久一 君 雪 几 ”

在式 中令
,

可以得到 省和 刀 的关系式
,

这是流动方向为零的点上 舀和 刀 的关系

当 冲 珍, 和 刀 时该关系式分别给出 梦 和 务

省二
一 ‘ 元 刀 ,

雪
一 ‘ 几 刀。

,

弓
‘

七 几 十
, , 下

一

一口十 八 一口一
‘

从式
, 。 知道喷管流动中除了中心线上 。二 外

,

在喉部区域中由鞍点 到璧面点 的曲
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线上 亦为零
。

五
、

饥 的情况

不同的 刀。 对应着速度面上不同的裂缝错尾翼型 刀。 二 对应着收 缩段不出现逆压梯度

的最大收缩角 刀二刀。 ”二 时
,

从式
、

和 可知喷管型线为

汀

, ‘ 、 , , , ,

白一 。 一口 几一
乙

几 占
一 久 占

,

。

, ” 介 雪一 卜
· 一 一

翼一 ‘ 一

簇
几何参数是

‘犷
“ 叹‘一“

、气尹
朴

几
“ 一

一 名几 、
一 “ , 鲁

「
, ‘

。 一 奋 一 几
‘

几
, 兀 几

, 、 , 一 ,‘ , ,

一
一

《 一 户 几

艺

几

一 几 一 万 气 十 从
‘

,

冬 以 一 。 一 。一 〕
‘

同样从 式 可得到沿喷管壁面 的速度分布和壁面倾角 ,

、下、、了户

咨一 〔 ’“一 ‘ “ ‘〕〔 一 么 , “〕

咨一 几仁‘一 。 、一 〕〔 一 ’ 〕

。二 一 几以 一 蚕一 占 〔 君一 君 占 么几

杀
一 · 活 。 , 〔 。一 、。 · , 〕

从式
,

利用 。 舀
,

得到求解拉伐尔喷管收缩角 和扩张角 的方程
二 了 二

一

一 。
一

二
一

一 。 、 一 、

六
一 。 · , 一 。

一 一
‘ ’

一 , 、 一 ‘

一 ” 尹

一 , ’

一
、

一
产

一 , 一
’ 一

方程 的三个根中只有两个满足 引
,

将此两根代入 式 即给出 口 和

与图 类似
,

可以对给定的 和 取
,

给出不同 和 几下收缩角 和扩张角 的 变化曲

线 对拉伐尔喷管喉部流动来说
,

收缩角和扩张角的影响比喷管收缩比和扩张比的影响更为

直接 刀。 二 ,

时不同 。下 补 对 和 的影响给出于图 可见 朴 越小
, 价

对 , 和 的影响越大 对给定的 气 和 随 。 增 长 而 增 长 图 给 出 加“ 二 ,

朴 下不同 , 和 时 和 的变化 可见 , 的变化主要影响 氏
,

而 的变化主 要影响

因此可以主要通过调节收缩比和扩张 比以满足所要求的 夕 和

了解喉部壁面曲率半径 补 如何影响喉部截面的流速分布是很重要的 对于收 缩段和扩

张段对称于喉部截面的喷管
, , 。

在喉部截面上 占二 利用这些 关 系
,

并令
叮。 “ , 式

、

和
,

分别成为
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、、
︸

飞

夕
, 。 。 五几 , 几

, 一

今卜
一“一 , , “‘ 一 ’

关 二 久 二 一

刀 几
刀 几

。

一 「卜 乡 卜 ,
一 , 一 ’

兀
’

利用式
、 。二 时不同 朴 下喉部截面的流速分布示于图 由图可见

,

当喉部壁面曲

率半径 爷 减小时
,

靠近喷管壁面处的流速很快增长
·

上而所给拉伐尔喷管型线的收缩段部分也可用于水洞或低速风洞的收缩型线设计
,

但应

口
,

” 侣

、、
一 一 一州

一一 一一一

以所用场合不同选用不同的喉部壁面 曲率半径

气 如对水洞或亚声速风洞
,

要求 收 缩 段出

口处的流速分布高度均匀
,

故宜采 用 大 气

适用于不可压缩流动的收缩段对可压缩流动同

样适用
,

因为在收缩段压缩性影响是增加沿壁

面的正压梯度
,

从而提高流动的稳定性 〔“ ’。

对

于超声速风洞
,

收缩段 后面紧接有扩张段
,

可

进一步调整流速沿截面分布的不均匀
,

因而可

仇仇‘ 刀 一‘‘

诊诊全
二

一一

,,

口, ,

口

讼
一

万乃 刀‘研 尸 , 为自

留

礼 厅

的油如的幼功

图

一一止不井一一一一月
“

喉部截面流速分布
, 刀 。 “

认甘六几“︸八”暇叼月砚舀,介‘

勺

。 、 , ” 和 苦 对收缩角和扩张角的影响

一

图

采用中等大小的 气 对于气动激光喷管
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代入 进行积分便可导出喷管内质点沿各条流线的流 动 时间经历
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综上所述
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本文有如下结论

用速度图法得到了二元拉伐尔喷管不可压缩位势流动的精确解
,

该解适用于任意收

缩比 , ,
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从而可按所需的喷管几何参数方便地得到相应喷管流动的解

给出了喷管流动的速度分布以及不同瞬间流体质点的所在位置 , 这将有助于喷管型



二元拉伐尔喷管不可压缩流动精确解 今

线的选择

精确解提供了一 系列典型的喷管型线 变化喷管几何参数之一而保持其余参数不变

喷管型线间过渡平滑
。

可供不同要求下喷管型线设计参考
。

对喉部区域流速分布的分析表明
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