
第 期

学种辑阁中

年 月

孤立无力场磁拱的自洽模型
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摘 要

聚集强磁场的磁通量管是太阳表面磁场的基本位形 本文讨论了孤立磁通量管

在太阳大气中的平衡位形 从数学上看
,

即使对于线性无力场模型
,

磁势的方程是线

性的
,

但边界条件是非线性的
,

而且边界位置也需要由物理条件确定 对于孤立的无

力场磁拱
,

在较大标高近似时
,

我们求出了均匀圆弧拱和非均匀拱模型的分析解 结

果表明
,

对于不同的环向磁场
,

非线性问题可能无解
,

可能有解 非线性问题解的个数

最多可以有四个
,

有时是两个 本文具体求出了胖拱近似和瘦拱近似下的分析解
,

从

而揭示出磁拱结构的一般性质

一
、

前
一止

‘二

我们对太阳磁场的认识
,

从概念上发生了很大的变化 近十多年的观测不断揭示
,

太阳大

气中的磁通量绝大部分都集中于一些孤立的磁通量管中 光球观测表明
,

活动区的磁通量有

多 以上聚集在单个磁通量管的磁结中‘
,

而宁静区中聚集在孤立磁力线管中的磁通量所占

比例更高娜 , 这些磁力线管直径数百公里
,

其中的磁场强度约 一 巧 随着空间观测

的进展
,

远紫外和 射线的太阳像发现
,

磁弧和磁拱也是色球和 日冕活动区中的基本结构形

式 〔
, 一 , 根据其呈像特征

,

它们可分为过渡区磁弧和磁拱以及 日冕弧和拱

实验室中的磁场往往都是弥散的 在受控聚变装置中
,

为产生约束的磁场而历尽艰辛

研究太阳磁弧和磁拱的产生和约束条件
,

不仅是太阳物理的一个新问题
,

也可能对一般磁通量

管的理解有所促进 大多数太阳物理的理论限于分析一维的孤立磁通量管 例如
,

见

专著 〔及有关的文献 另外一种途径是用连续磁场模型来近似描述 例如
,

见文献 〔 〕 显

然
,

实际的磁孤和磁拱至少是二维的
,

而且其位形受到磁通量管外部压力分布的显著影响 因

此
,

发展二维的自洽模型就是研究磁孤和磁拱理论的重要问题

在本文中
,

我们讨论一个孤立的磁通量拱 由于 日冕中的压力标高很大以及热传导率也

比较高
,

在不太大的 日冕拱周围可以看成是等温的 这时
,

太阳的分层大气压力随高度的变化

较小 孤立磁通量管内的磁场相对地较强
,

因而
,

可以用无力场模型来描述 而在磁通童管

外
,

磁场相对较弱
,

压力梯度与重力平衡 在磁力线管的边界上
,

要求内部的磁压与外部的热

力学压力平衡 建立完整的自洽孤立磁通量拱模型显然是相当困难的 我们将采用摄动展开

本文 年 月 日收到
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的方法
,

分析对均匀模型的一个小非均匀偏离

二
、

模 型 和 假 设

磁通量管浮出太阳表面以后
,

磁通量往往聚集在管中 对于双极的结构
,

将呈磁弧的位

形 当磁弧大体不随时间变化时
,

它在太阳大气中保持平衡 对于无力场的磁弧和磁拱
,

其内部

的磁压起主导作用 而在磁弧和磁拱的外边
,

气体的热力学压力为主 在磁弧或磁拱的边界
,

应满足总压守恒条件
,

磁场强度发生间断 所以
,

磁弧或磁拱的位形是太阳大气中的弧立磁结

构模型

无作用力磁场可以表示为
。 ,

· ,

其中 为无力因子 我们讨论线性无力场
,

这时 “ 为常数 磁弧的纵向尺度相对较长
,

在柱

坐标系
, ,

中
,

可以假设 川价 一 这样
,

磁拱结构可以用二维模型描述
。

引进磁势

函数 沙
,

由 式可导出
。 口沙 。 口沙
乙刃 ,

— —
, 三 日 一 — —口

一

口护

将 式代人 式
。

对线性无力场
,

可得到
“ 砂

和

梦币丝肥穿 价
护价 二 币
一

—
〕尸 — —劣 犷

工

这样
,

方程 和 就是磁拱内部所满足的关系式

在磁拱外部的太阳大气中
,

满足静力学平衡关系

一
,

是太阳重力加速度 若将重力方向取为 一气
,

则 式可导出

“ ‘, 一 户
。

‘“
。
’ 卜

。

爵
,

其中厌 为气体常数
,

为太阳大气温度 太阳 日冕中
,

大气温度变化不大
,

可以取为常数 这

时
,

式可简化为
。 , , 、 , , , 、 了 乙一

。

、
犷 、 一 犷 、 七盖 、一

—
、 方

其中的标高

石密
左

—
式就是磁拱外太阳大气中的静力学关系

在磁拱的边界面 和 上
,

应该满足总压连续条件
,

即

弃 二衅 ‘哟 一 城
, ,

的
谷介

二维的磁拱模型就由方程 乙 八
,

以及边界条件 描述
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利用 亡与
,

之间的关系
,

太阳大气的静力平衡条件 式可以写成
, 、

,

一

—其中 肠 为常数 这样
,

太阳大气的压力部分就是已知的 问题就归结为在给定边界

条件下求解方程 由于边界条件 式是非线性的
,

所以
,

自洽磁拱模型的数学问题

也是非线性的
,

而且这类非线性问题的解还不唯

一 这就是求解自洽模型的困难所在
引进无量纲量

口

二 五

立
。

或二‘。
·

⋯
二

图 磁拱静力学平衡位形的示意图

其中
。为问题的典型尺度

,

则磁拱的数学描述可以写为

沙
, 。

丫云妥瓦
,

、侧 一塑 十“
梦 ,

一 肠
,

梦 , , 毋 , 尺 ,

鲤 十 鑫之擎十
。 , 一 。

,

尺
‘

亡到,

簇
,

。

提 镇
,

食器
’

器
’ 一‘ 。 一 〔· 一“ ‘· ”‘ , ’一 ‘ ,

其中
,

磁通量守恒要求
尺’梦。 天 ‘尺 一

之
二
“ ’‘“

‘

而且磁拱边界还需满足条件
梦 , 、 毋

,

常数
,

一
, ,

即磁拱边界为磁面 不影响问题的实质而做简化
,

如果我们讨论对称模型
,

则条件 式

可以改写成

鲤塑望些立

上述问题是一类自由边界问题
,

即边界 和 并非已知
,

而是要由条件 和

控制 在某种意义上
,

这种边值类似于非线性水波的情形

三
、

大 标 高 近 似

如果取 日冕温度
。二 。‘ ,

日冕拱的典型尺度
。 护 ,

则无量纲标高

衬 》
。

在此情形下
,

自由边条件可近似地写为
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奥 鲤丫 犷鲤丫 一 一 矿吠、

‘

‘ , ,

其中 梦 , 由纵向磁场的边界值确定 总压守恒条件要求
一了吠

我们先讨论一维问题
,

这时
了 ,

叭
在这种简单的情况下

,

条件
, ,

和 式皆满足
,

简为非线性问题

方程和边界条件可化

认 肠

一
气尸 一 —

矿叭
,

拌黯黔
’ ·。 ‘ 、一 ‘一

, ,

边界条件是非线性的 线性方程 的通解为

梦。 一 。 。 。 。 。

将解式
·

代人非线性边界条件
,

对于 和
,

我们得到 。 和

数方程

。
满足的两个代

‘ ‘ , 。 。
,
。 。 , · 。

,
二 一
步

,

〔一‘ 一 ,
〕 一 ,

。
, 一 。

‘ , , 一
拿

·

消去
,

和
·

式中的 。声 ,

项
,

就导出联系 试和 此的方程

, 。 一 月
, ·

音
一 。

一

其中
后

,
左 吞。尺 毛

、 , , 一 孟 六 。
,

左 后 双〕
,

, 一

一
’

崖 一一 二卫一
少 月。 一 涟

’

, 。 。 。 。 , , , , ,

。 。 , , , , ,

,

二止 。

利用这些系数关系
, ·

式可缩写成

此
,

武十
‘ 之

将 的 式代人 式
,

我们就得到 。
,

的方程为
‘ ‘ 一 。 月 ,

〕· ,

小
‘ 一
乡
一 ‘ ‘ ‘ ·‘

, ,

宁 、在
‘ 一 丁少一

” ·
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方程 可得出 的四个根

士

、 帅

交生了业丝二赳
】

‘,

十一︸召

其中记
, ,

禹毛 一 了
, ,

、

、 。 ,

在“ 一 曰
’

一 月 ’汽 ’声、人
,戏‘ 一歹 一 ”口王汽

‘·

将每一个 的根代人 式
,

可得到两个 。 的解
,

它们大小相等
,

但差一符号 这样
,

我们

就得到八对 和 。 的解
,

但其中的四对仅与另四对相差一符号 它们表示磁场的方向恰好相

反
,

而大小相同 若不计方向的差别
,

约束磁拱可以有四种不同的位形

将解 式代人 和 式
,

磁场分布就可表示为

召
, ,

。 一 , 及 ,

二

‘ 。 。

应该指出
,

上述解式 在 一 。时不再成立 这时
,

方程 和边界条件 叼 化

为
,

矶 梦。 。

一

,

一
一尺

毋。 ,

不难得到方程 的通解为

毋。

容易看出
,

通解 式不可能同时满足

形的自由边界条件不可能是圆弧形

,

式所要求的两个边界条件 这表明
,

势场位

四
、

非 均 匀 磁 拱

上节所讨论的均匀磁拱只是很特殊的情况 在大多数情况下
,

磁拱的截面以及内部的磁

场分布都是非均匀的
,

应该由
,

两个自变量来描述 从物理观点看
,

即使对于较大的标

高
,

太阳大气中的压力也是随
,

而变化的
,

这就需要调节磁拱的形状和内部磁场的

位形 相应地
,

磁场分布也会偏离均匀磁拱的状态

我们取小参数

一 生 《

磁势函数可以表示为

梦 ,

叭 毋‘’ , ,

磁拱外的太阳大气压力则为
,

一 。 日
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这时
,

磁拱的内外边界亦偏离圆弧而变为
尺 , 。 , ,

由 梦
, ,

的分布可以了解非均匀磁拱的性质

先讨论非线性边值条件 式 利用 一 式
,

该条件可以表示为

亘里竺些业
’ 、吠 。 些里婆孕

‘ 尺

少鲍丛立
‘
旦型

‘

‘ , , 口

口

。 , , , ‘ ,

。

一 一 、 日 一
,

利用均匀解条件 和 式
,

边界条件 式要求

毋“ 及 , ,

一 一 必
, 。 , 。 、 ‘ ,

一 火以 , 戈‘ 一
, ‘ , ·

进一步考虑到 和 式
,

边界条件 式给出

梦‘ , ,

日

口

一 一 丝竺丛卫
,

一一凡‘一
滋 。 一

,

”
’ , 梦。

‘ —一

一

斗

将上述关系代人方程
,

并利用边界条件 和 式
,

我们得到

多 梦‘
, ,

鲤丝愁三且 一
,

日
‘一、, 、

这样
,

非均匀解问题就化为求解方程 和边界条件
,

和 式

是
,

边界条件 式是给在 ‘上
,

而不是给在待定边界 , “ , 上

条件 式中包含两个待定函数 , 的
,

它们由 式列出的两个条件确定

根据条件 和 式
,

非均匀解 毋“
,

可以表示为

要指出的

非零边
、

梦 ,

一 名
。

〔 。 口

由方程
,

不难得到通解
。 , , 。

十
, , ,

由此导出非均匀解为

沙“ , ,

一 习
。 , , 。十 ,

将 式中的函数
、
的 展开为

‘ 日 艺 , , ,

其中
,

为待定系数 这样
,

边条件 式可导出两个条件
, , , , 二 , , 。 , , ,

, 。 , , , 。 , 。 ,

关系式 巧 和 给出待定系数
。

与 介
,

之间的联系
,

它们是
, , , ,

九
, 几 , ,

。 。 一几。 ,

斗
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其中的系数

‘一分
【一 。 ’十 一 , ’‘ 一 “ ’

,

“

一分
〔一 , ’ 一 ”‘ 一 。 ,

,

一 一 典
。 , 。尺 , 。 。尺 几

。 。尺 ,

,

,

一 乒
。 。及 。 。又 , 。二 ,

。 。 。 。

一 儿
。 。

再由边界条件 式
,

经过适当的运算
,

就可导出确定系数 ‘
。

的方程

几
, , 一 几

。 , 。 。 ‘ 一
, ‘ 九

。 几 ,

, ‘ 一 几
。

九
, 。 。 , 一

。 , 。。 几

十 。 , ‘ 十 。 , 一 毋 , ‘。 一
氏
。

, ‘

、,
声、产,‘,︸

, ,

其中
,

若 , 一 氏
。 ,

若 , 由这两个关系立即导出
。

一
,

若 , , ,

而非零系数 了
。

和 几
。

的方程就简化为
。 。 ‘ 一 , 。 。 , 一 。 , 了 。

, , 一 ‘ 。 。 , 一 。 ‘ 场

几 ‘ 十 。 , 、 一 断 ‘

由此定出 几
。 和 彻 为

⋯矿 。 。

, 一 一

一示丁二飞石
’

一 主玉二兰逆互
,

一 ,

,

其中

一 。 。 、

一
, 。 , 刀

, 一 毋
,

一 几 加 。 一 、。 ,

一 一 及 。 。 “ 一 。 ,

一 九。 。 一 十 ,

儿 。

, , 一 毋
,

了 ,

一
, 名 , 。 , ’
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这样
,

非均匀解就表示为

梦‘。 , , ,。 。彻 及 , 。 几。 丫 , 。

应该指出的是
,

由 式所定义的磁势函数 梦
,

其定义域为
, 。 蕊 簇 十

,

《 日镇 ,

因此
,

不仅非均匀磁势 酬
, ,

而且均匀磁势 肠
,

都应该有相同的定义域 式

前一节所得到的均匀解是定义在区域
,

毛 毛 斗

之中 这就需要将函数 肠 从区域 式延拓到区域 中 对于线性问题
,

显然

是不难做到的

五
、

渐 近 情 况

为了更好地理解弧立磁拱的性质
,

我们讨论两种渐近情况
,

这时的解可以分析给出

胖拱近似

当拱的宽度 一 ,

远大于内径 时
,

就是胖拱 具体地
,

我们假设
“ , , ,

这时
,

小宗量 的 函数可以近似地用其渐近展开的主要项表示
,

诸如

。 一 一 互些迷 ⋯
,

儿 凡 一
十 ⋯

。 尺 ,

一呈
。 尺 一 , 二

等等 根据
,

和 式就可以求出系数 , 和
,

进而得到

‘ , 土 , 下万
二 ,

左

再由 式可导出

全 士 竺

其中 ‘ 为量级为 的系数
,

其定义为

二

—
“ 一

叮

了二 价
一 十 一,

由解式 约 就得到

肠
一 士 生 一一塑些星里

二

一
士丝 。 , 。

丫 乙 尺 言 尺

不难看出
,

解式 右端第二项只在 附近才有贡献 在 附近
,

解式 , 可

近似地写成

必 二 士 生
。 。

斌 吕
。尺 刀

这个解就是
,

一 。时的解
,

我们将在另文中仔细分析即

进一步
,

可类似地分析二维解 式 在胖拱近似条件下
,

由 式求当 八
, ,

由

式求出 人
,

再由 呼 和
·

式定出 八
。

和 几
。
利用这些结果

,

经过一些运算可导
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毋 ” 】
“ , 一鲁糯

· ‘· , ,·“ ,

其中的系数 为

、一耐
, , 。 应如星过二五她叼 生

一

。 。 一

解式 表明
,

项的贡献主要在 附近 当 》
,

时
, 。 项的贡献为主

,

如果我们主要关心 》 区域中的解
,

利用 和 式
,

解式 可表示为

。 。 、

梦 八 , 士 —

。

丫
。凡 十 六〔石及万

十 三丑 “

相应的磁场分布为

。,

一 奥奚、乙业巫
。。 。

,

干

士

了 ,孟 尺 刀

。

斌儿 尺 了全 尺 ,

十 吕 一 几 。
,

·

磊
‘ · ,‘ “

,

利用磁场分布 , 式
,

由磁力线方程

, 。

二 。

可导出磁力线的轨迹 例如
,

由 式的前一等式得到积分关系

一 了儿 尸 君 刀
一曰

一
一

这表明
,

在平面 “ 一常数中
,

磁力线不再是半圆线
,

而是在半圆之外 , 或半圆之 内

这个结果与假设 式一致

瘦拱近似

当 一 《 ,

时
,

就得到瘦拱近似 这时
,

我们不妨记
, 一 △

, △

先考虑均匀解 式
,

它应满足两个边界条件 式
,

分别对应于
,

和
,

将

式代人 的边条件 式
,

不难导出

塑丛丑过
’ 。 , 一 衅里婆孕 卿箩边

。 △ 一

」 尺
“

利用 的边值条件
,

些箫卫
’ ·’梦“‘“

刁

’

一 式即导出

梦。 叭
,

孟

一 , 。 一 。
·

不难证明
,

对于解式
,

由 式导出的两个关系式
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丝处些业 一 。

叭 十 ,

饥

是等价的 这样
,

由边界条件 和 式就求出系数 。 和
,

相应的解 幻 可表为

叭 士 工
。 。 一 。 。

。 一 尺 。 尺
’

再进一步分析非均匀解 如果限于考虑等压大气的情况
,

利用关系 , 式作展

开
,

则两个边界条件 。 式化为

梦‘, 尺 ,

日
,

。梦“ 尺
,

甄
一 ‘ 。、

丫理竺 全二止三之兰 一 二一芝竺五二 二 口
‘

口

由此可求出系数 。
。

和 丙
, ,

并将解 式表示为
、, 。、

召
二二 及 几

。二 , 尺 一
, , 、 尺 , 。、 ,

尺
毋 ” , 士 了二里二土竺上兰 二些竺丝上竺竺二 一一二些竺三圣竺二乏洲匕止巴型些竺二生乙 , , 、

一 鑫名
, 。

一
,

儿
, 尺

一

类似地
,

我们可以讨论瘦拱的许多特性

从电动力学的概念可知
,

一个瘦环在真空介质中通电流后
,

要受径向 力而运动
,

难于维持平衡 对于瘦拱也应有类似的情况 条件 , 式表明
,

瘦拱的电流基本上是沿着
“ 轴方向

,

环向的磁通量甚少

小 结、

﹄、
‘,

约束磁场的概念在天体物理中经常采用
,

它不仅受到观测的支持
,

而且避免了无界无力场

模型引进的许多数学上的不确定性

约束磁通量问题的一个主要特点是
,

其数学描述为非线性自由边值问题 这类问题的求

解是比较复杂的 本文分析了一类特定的磁拱位形
,

即对均匀磁拱的弱非均匀偏离
,

并且具体

地讨论了胖拱和瘦拱两种近似情况

磁拱位形延伸于 成 成 二 的空间 类似的方法
,

若将定义空间开拓到 。成 攫 , ,

则

可用于 日洱的无力场模型 这种 日饵模型是约束于太阳大气之中

一般而言
,

要完整地求解一般的非线性自由边界问题
,

需要采用数值计算的方法来求解二

相应的结果将在另文中讨论
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