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·

提要 本文采用匹配渐近展开法解二维低速物体的水波问题
。

文献 〔 〕中已

指出朴实渐近展开并不满足所有的边界条件
。

存在一个非齐次物体表面边界条件
,

它必须由势函数的波动部份来满足
。

在外部 区
,

用广义 方法确定波运动的性

质
。

除了量级的幂次与一个未知常数因子外
,

用这种方法求得了一级波动表达式
。

在接近铆体的内部区
,

利用了由朴实渐近 展开导得的非齐次物体表面边界条件
。

用

源分布法
,

求得了内部解
。

通过内部解与外部解的匹配
,

确定了外部解中的非知常

数因子与量级的幂次
。

引

低速运动物体的水波问题近年来受 到 越来 越多的重视
。

年 ’在讨论二

维沉体的高阶近似中
,

发现了当前进速度趋于零时
,

展开式并不一致有效
。

这一问题引起了
。 〔’」的注意

,

他把流场分成由不同的长度尺度刻划的二部份
,

第一部份就是 “朴实”

渐近展开的零级近似
,

它就是二重体 未扰动自由表面以下的实际物体部份加上它的对未扰

动自由表面的镜像 的位势流
,

这部份流体流动可以用与物体尺度相比较的尺度来描述 , 第
二部份描写波运动

,

我们可以用与波长相比较的尺度来描写这部份运动 由此他求得了一个

非齐次线性自由表面条件
,

并得到了二维沉体 情形的形式解
。

与 【‘ 了作出了类

似于文献 〔 〕的讨论
,

但他们指出基本流动
,

即流场的第一部份
,

应包含 “朴实 ” 渐近展

开式中的头二项
,

而不应仅包含第一项二重体的位势流
。

与 〔”把文献〔 〕

的方法推广到三维浮体低速流的情形
,

他们得到了类似于二维情形的非齐次线性自由表面条

件
,

并由此获得了三维问题 解 的 解 析 表 达式与波阻公式
, 〔‘ 〕 ,

与 〔’ ,

’ 〕 , “ ”〔叼 等用文献 〔 〕的方法进一步讨论了三维浮体低速物体水波的问

题
。

在所有这些讨论中
,

他们都用 “朴实 ” 渐近展开式中的零级近似作为基本流动
,

获得了

非齐次线性自由表面条件
,

然后以此作为出发点
。 〔‘ ’首先提出用射线理论处理低速物

体的水波问题
。

与 ‘, 」采用 类暇的方法
。

年 〔护 , 进一步用射线

理论的渐近展开式
,

更严格地导出了色散关系与波振幅沿射线的变化公式
。

但是
,

他指出
,

基

本流动应包含 “朴实 ” 渐近展开式中更多的项
,

以使波动势函数满足齐次线性的自由表面边

界条件
。

对于文献 〔
, 〕中采用的非齐次线性自由表面 条 件

,

他指出
,

方程的左边是快变

的波动函数
,

而右边是只与位势流解有关的缓变函数
,

一般 无法使它们相等
。

对文
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献 〔
, 〕的解

,

进行了渐近分析
,

指出了 这 些 解的问题
。

但是
,

由于 所导出的波

动势函数满足 方程
,

齐次线性的自由 表面条件与齐次的物体表面边界条件
,

因此在

波势函数的解中包含有任意的常数因子
。

他弓进了激励系数
,

但是只有对非常简单的情形
,

例如薄船或流线型物休
,

他才求得了这一系数
。

文献 〔 〕中已指出
,

朴实渐近展开并不满足所有的边界条件
。

存在一个非齐次物体表

面边界条件
,

它必须由势函数的波动部份来满 足
。

本 文 就是用这一非齐次物体表面边界条

件
,

并采用匹配渐近展开法
,

解出了二维低速物体的波动解
。

用源分布法
,

求得了内部波动

解
。

用广义 方法求得了外部区的波动解的形式
。

通过内部解与外部解的匹配
,

最后完

全确定了问题的波动解
。

二
、

用广义 方法求外部解

假定流体在 正方向以速度 运动
,

未 扰 自由表面位于 二 轴
,

轴垂直向上
,

座标原

点位于物体内部
,

并使得物体与 未 扰 自由表面的交点分别位于 一
。 ,

与 二 。 ,

的
。

设

所有的长度物理量已用物体的特征长度 无量纲化
,

问题的小参数 定义为
。二 “乞

这里 为重力加速度
,

为 数
。

为简单起见
,

这 里 我 们仅讨论二维情形
,

所有的

讨论很容易推广到三维情形
。

假定自由表面 的 形 状由关系式 给出
,

这里 ,

是未知的
,

是问题需要求解的一部分
。

设流体为不可压缩
,

无粘性和无旋的
,

则流体的运动

可以用速度势 “小 二
,

来描述
,

这里 小 二
,

为无量 纲 速度势
。

小帆
,

满足以下方程

劝 , 功夕 在流体中

豁
一 在物体上

二 一

含〔
, 一 , 一 , 〕

小 一 。万
二

协二

在 ￡ 戈 上

在 二 。 二 上

劝, 〔付小
二 , 十 叭灯功

二 , 十好功
, 〕二 在 二 。 二 上

币一戈 。 当 戈 、一 或 。一

这里自由表面条件 是由条件 与条件 消去 二 而得 到的
。

显然
,

条件

是非线性的
,

而且这非线性条件 是在未 知 自 由表面波高 上
。

我们

假定问题 一 的解可以展开为

协
, 夕 二石

, 少 , 。 。“

坏 〔二
, 夕 , 。 二 ,夕 〕

。 十 ‘

不〔
, 夕 , 。 二

, 夕 〕 ⋯

二 万 劣
, 。 。“ 厅 劣

,

〔二 , 。 二 〕

。‘ 十 二 ,

〔戈
, 。 〕 ⋯

这里不二
, , 。 与 万

, 。 为问题的 “朴实 ” 渐近展开式 〔”
,

是大于 的实数
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, , 二 叭
, 。

,

为
,

的慢变函数
。

由式 和
,

我们有以下微分公式

乎
一‘

· ”·‘·’
‘

不
、·

恒
一不

, 十 。, 。 不
。

, 之

票
一 二‘ ·

不二 “
。 ,

·

‘ ·不
‘”
· ‘”“ ·”

·

不二

“

不
,

等等
,

对 币 〔
,

,

一补夕 , 心 小 不
、, 。 。 ·

不
。 , 。 ’ ·

不

,

方程 中
,

由

〕我 们 有 类 似 的 微 分 公 式
。

把式 和式
,

代入
。“ 一 , 的系数

,

我们可得

示二 时 十叮 一 。 在流体中
由 。

“

的系数
,

可得

二 不
。。

一 〔 不
, 。 不

。 二

杯
, 。 ,

不
。 , 〕

把式 一 。 代入 自由表面动力学条件 中
,

由 。
“

的系数
,

我们可得

百
, 一 一 。二圣叭。 在 一 。万 上

由 。
“ ‘ ,

的系数
,

可得
廿

一不矶
二 一 礼不矶

。

不里礼
二

外示
。 在 二 。万 上

同理
,

把式 一式 代入自由表面运动学条件 中
,

经整理后由
“

的系数可得

外几
。一礼礼元

。 在 少一 。万 上

由 。
‘ , 的系数

,

我们得到

矶
, 十吁示

。十不”万 一不
二

百
二 ‘十不

二 夕万 互
。

十不礼爪
。十礼万 示

。 在 二 。万 上

由式 我们得到

。 。 少簇 。万

由式 和式 消去 百
,

得到

吁百 雌袱不 一 。 在 一 。万 上

由式
,

可得 , 二 。二 夕 。万

把式 代 入 式
,

并在 。万 上对 求解 币
,

此时 二 的函数
二
与 奋

二

都可以看

作常数
,

最后可得

币
, 〔

, 。万
,

。
, 。万 〕

, 。万 一 。奋二犷‘。‘ 在 少 。万 上

这里 月
, 。万 为 二 的任意函数

,

我们省略了另一个 不显示波动性质的 劣 的任意函数
,

因

为它并不影响波动函数 币
,

币
, ⋯ ,

而且应该包 含 在 不显示波动性质的 “朴实渐 近 展开

式 ” 中
。

对于广义 展开式 与 中
,

我 们 一 般 要求波 动 函数不
,

不
,

⋯ ,

万
,

万
, ⋯对 位 相 函数 。满足周期性

。

不失一般性
,

我们可假定周期为 二 ,

也即

一 一



石 , 少 , 。 二
不

, , 。

式 对 。万 都成立
,

不
,

当然对于 二 。习也成立

夕 ,

。 二 二 。万 不
, 夕 , 。 一二 。万

由式

由于

因此
,

把式

和式 军
、

,

我们可得

〔“
, “月 ‘ 〕一不二〔 , 。万 〕

〔
, 。万 戈 〕 二〔戈

, 。万 〕 。万‘ 戈
· , 〔戈 , 。万 劣 〕

由式 可得

右
、 , 毛

, , , 、

、‘ ’ ““ ’一 、不票瓦不而翻 ,一 卞 口‘
“ ’

,

式 和式 代入式
,

我们得到

二
·

。
,

二
、 、 ,

二
、

‘ ‘ 赶、
‘ 一 ￡几 一 妙气 , 几 丑气 , ￡几 少 一一丁 一亨于

‘ 匕 , 砂

在 夕 。万 上

这里我们已把指数中与 成比例 的项 吸 收 到 的 任 意 函数 二 , 。万 中
。

比较式

与式
,
‘ 」

哦们看到
,

只要在式 中忽略 。 项
,

我 们可
几

以直徐把式

代入式
,

得到式
,
也即在式 中 , 我们可以忽略 ,’量 。 ,

因此

“
, “万 ,一丁 毛

。

不二〔邑
,

万 七 〕

现在我们来确定式 中的任意函数 二 , 。万
。

由式 与式
,

我们得到

毛不
二 。 。不

二

布
, 。 ,

不。 在流体中
,

式 在 一 。万 上亦成立
。

把式
、

式 与式 代入在 一 万 上的式

经整理简化后
,

得

杏
二 在 。万

假定不 与不
,

有相同 的 位相因子
,

即在 二 。百上不 有 位相 因子 〔一 。 二 , 。万 〕
,

这里 扭
, 。万 由式 给出

。

把式
,

式
,

式 与式 代入式
,

并考虑到不 所满足的方程与不 所满 足 的 方 程 相同 这是因为布 与不 有相 同的

位相因子
,

经整理后
,

我们可得
, 。万 二

。

不 二
, 。万

这里 月
。

是任意常数
。

把式 代入式
,

我们得到

不
⋯

‘“
,

厉
, “ ,一“

。

不
·‘二 , ·“ ,

· 。 一

令
七

不氛七
, 。万 劫 〕

在 二 。月 上

这里 。
与 为待定常数

,

将通过与物体附近的近场解的匹配来确定
。
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三
、

用源分布法求内部解

假定物体后缘物体表面与未扰自由表面垂直
,

由条件
,

可 得驻点位置在 。 ,

, 一

合
· 。

假定 小
。

是朴实渐近展开式 中的第一 项
,

贝。由朴实渐近展开的讨论 〔 〕
, 二

·

我们可

得

不
二 。 ,

不 丸
,

。 一 ‘ ,劝
’。 二 。 , 。 。“ 。

。 一 “ 中。二 二 二 。 , 。 。‘

这里 是物体表面在 二
。 ,

点的曲率
。

式 是 由 式与 委满足的类似于条件

的公式得到
。

由条件
,

我们看到在接近驻点处
,

波数正比于‘
弓 。

为了使速度

势 拟二
,

在 驻 点 处 满足驻点条件 小 二
。 , 。 ,

中厂 , 。 , 。 由 式我们可

知在驻点附近
,

速度势中的波动部份必定为 量级
。

因此在内部区采用下列渐近展开式

拟二
, 。 一不二

, 。 十扩不
, , , 的

、

万 的 二万 幻 。
一

十 日 片 , 的 十 一

这里 一 。 。

二 〔 一 。月 〕。
“

州 式中 “ 的幂次是由 式 和 条 件 得 到
。

把 一 式 代 入
·

式
,

则由 。 的系数可得下列自由表面条件

不
, 小

’。 二 二 。 ,

不、 在 片 ⋯

把 式代入 方程
,

我们可得

示 而
, 一 。 在流体中

一

把 式代入物体表面边界条件
,

并考虑到 不满足边界条件
〔”

石
。

‘ 、
, 八

一 了二一 一 仁二翎刃 伞 二 , 少 气、

季一
。 。 。功

二 二 。 , 。 在物体上
, 。 ,

李人 乙

我们得到

, 寸。
二 戈 。 , 。‘ 当

, 一
, 少 , 。 , 刀 。 、

厄厄不、 、” 气组 ,

我们用以下条件补充条件

匹 当 一 , 犷 一

命 尹

条件
‘

在 一 ‘ 的小区域内与条件 是一致的
。

在文献 〔 〕中 已指出自由表

面条件 可以从 一 为 上移至 一 。上仍然成立
,

即

示二 功
’。 。 ,

示 在

因此
,

内部问题的一级波动函数近似矶 满足方程
‘

与 式
。
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、抽肠

满足方程 与 式的 函数为

, 犷 邑
, 月

产 ,
’ 、 , , , , 二 、 , 、

于
, , , ,

,
、 , , , , 、 , 、

圣
仁、八 一

一

甲 、 一
’ 少一 卞 下不二一 七、八 一 少

一

卞 、 一 少
一

‘ 西

卞
一

—
一 一二 一

兀 一

一 代、 干 ” 一毛 一 犷十 , , 一邑

这里 小
’。二二 。 , ,

为任常数
。

显然
, , , 七

, 月 满足
, 邑, 刀 一 士 ‘ ” 、。 一息

,

当 一七、士

通常利用辐射条件
,

我们取
。

这里对于接近 物 体的 内部问题 , 与

式
,

我们没有类似的辐射条件
,

故我们取 为任意 常数
。

利用 函数
,

我们可假定内部问题的解 币
,

为
, 一 。 , , 。, · 。。·”

这里 叮 月 为待定未知函数
,

为待定常数
。

显 然
,

由 式 , 币
,

满足 与

式
,

因此我们只需要使 式满足 边 界条件 与 , 式
。

为此
,

把

式代入物体边界条件 与 尸 式
,

则 叮的 满足积分方程

, 二 , , , 。 。 ‘
’ “ , 、 。

二
二 林 一 工竹 “ 协 协叹月 ”

‘

刀二‘
乙 砂 一

二
【

,中。二‘二 。
, ”,“ ·‘犷 , 当一赤

犷

当 一

命
方程 是关于 卜 的简单积分友程

。

我们很易求得它的解

协 二 件。 ,

劝
二 。 , 扩 当 一

这里

,
, , , 。

二 , 下一 、、 、、

艺 ,

、 , , 、 , ,
三〕 ‘

、

一 气孟万
乙名

护、、

一一
、、产了吸、

甘协

小
。 , ·

一
卜半〔卜一

’‘“ 〕

由 函数的表达式
,

我们可得

了之里、 一 典「一 一朴六丰一飞冬 奥丛 声。
, ,

艺兀 七 一 十 月 ‘ 八 一 ,
一

二 考二

, 卫‘
兀

礴 ,

一 ,
当

由最后的表达式
,

我们看到
,

当 月。 时
, 二 。二。有奇异 性

, 且 按 一 二 趋向于

无穷大
。

由 式
,

我们可得

韶
二。 一

丁
。‘。

会鱼卫
“”十 ”“‘ ’犷

又由 式
,

我们有

一 一



乎 一
’·’‘。 ’‘’一‘

“ 。’ 。’

人二 , 了‘
、

、 。。加为 二 二
。、 上 , 、 刁协 、

〕乙日巳 沁 “ 个 少门 往上内氏米 丫几气石下 口
,

气
。

、 二 , , 二蓄 ,

使波动函数示
, 犷 ,

满足驻点条件 式
,

由 式与 式
,

我 们 看到
,

必须有

卜

把 式代入 式
,

并利用 式与 式
,

我们可确定常数

士 一

一

一
把 式

,

一 式与 式代入 式
,

。 ‘
小
’ “ 。 ,

我们可求出常数

把

不 万
,

与 式代入 式
,

我介最后可得

一 劝
二 二 。 , 〔

, 一 一 。‘ 〕 一
, , , 。

一二 , 尸 心从 气、劫
艺 ,

为了

一 劝
口二 劣 。 ,

, ,

‘ 、 一 气了
艺

了、人

一一
、产矛、

林

由 式给出
。

这就是接近物休区域的内部波动解的一级近似
。

四
、

内部解与外部解的匹配

对于外部解
,

由 式
,

我们有

劝二
, , 。 二不

二 巾

“
,

为

戈 ,

。 。“ 干‘〔不
二 。 二

不
, 。 〕 ⋯

。 。‘

不
,。 二 ⋯

把 与 式代入在 少 。万 上的 式
,

我们得到

币
。二 , 。 一 ,

二 , 。 , 。 二 一

舌
· 。

‘一
一

十丁三黝、 几 ,

现在我们把外部自变量 义
,

变换成由

先
,

我们注意到

在

式与

一

式 定义 的 近 场 自变量
, 。

首

印 二
, 。万 一 毕一 、一

￡中 气 , ￡几
。不共〔二

。 ,

万 。 。’ 〕

由 式
,

我们可得

, 劣 , 月 出 一
。 劝

’ , 。 ,

戈 , 。万 一 劣 一 戈 。

。“ “ 。 币 劣 。 ,

一 一



把 式与 式代入 式
,

弟
, 。万 , 。 一不

二 二 , 。万 ,

我们得到
。 ‘〔 。 币

。 二 。 ,

〕
“ 一 ’

。一 ’ 中二
,

这就是外部波动解在

内部解由
护厉 上用近场自变量 表达的解的形式

。

妞 肠 与 式 给 出 。 现 在 我们求 在 二 。万 的 内 部解
小 二

, 。 。

由

币二
,

式我们有
。万 一不

二 , 。万 , 。 十 。 , 〔补
二十不

二 〕, 二 二十 ⋯

一不 二
, 。万 。 十 。 不

, 二

为了与外部解进行匹配
,

我们必须求出当 、 时
,

式的 渐 近 表 达式
。

微分
,

利用 式
,

并求出最后的积分
,

我们最后得到

式对

不
, 二。 一 。’ 功吕二 二 。 ,

〔万 ’ 中含
二 二 。 ,

〕

当 、

把近场的结果 式与远场的结果 。 式进行匹配
,

我们得到
。 一 “ 中耘

二 戈 。 ,

与

把 式与 式代入 式
,

我们可得

中二
, 。万 , 。 币

二 , 。万 , 。 。 ’
“ 中

‘口 。 ,

中二
一 一

手 七
,

一井宁而一 门「 ’ 甲

中二声

在 二 。万 上 肠

这就是远场解的最终形式
。
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