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简化
一

方程组

的几个精确解

高 智
中国科学院力学研究所

提要 对不可压二维驻点流
、

三维驻点流和旋转圆盘附近的流动等三种流动情况
,

本文给

出简化
一

方程组 及其精确解 表明 文献 「 理论的 的精确解
,

在

三种流动情况下均与完全
一

旅 方程组 助 的精确解完全一致 文献〔 」 的

精确解的速度解与完全 精确解的速度解一致
,

但压力解在三种流动情况下均与完全

精确解的压力解不同 文献〔」 精确解给出的压力分布相对与完全 精确解给出的

压力分布的最大相对误差为

一
、

引 言

近年来
,

利用简化
一

方程组 笋
‘ 一 , , 或称抛物化

一

方程

组 〔‘一 ”求解流场的研究引起了人们的很大关注和兴趣 或 具有“抛

物 ”方程组的特性
,

对定常流动的计算可沿主流方向
、

作为初边值问题向下游推进 因而求

解 的运算和存储量要比求解完全 的运算和存储量少得多

按照文献〔
,

是指在完全 中略去按照边界层观点估计的数量级等 于 和

小于 。
一 ,

量级的项后得到的方程组
,

这里 为特征雷诺数
,

》 文献 〔 也

论证了求解这样的
、

将获得在全流场范围内精确度为
一‘

量级的均匀一致

解 文献〔 以球超声速绕流的驻点流动为例
,

把四种形式的 的数值结果作了比

较
,

这四种形式的方程组是
,

在完全 中略去数量级等于和小于 。 一‘ 量级的

项
、

即保留到 。 一 量级项的方程组
,

在方程组 中略去法向动量方程中的粘性项

后得到的方程组
、

即 扮 首先使用的方程组 ’砚
,

保留到 。 量级项的方程组
、

即粘

性层方程组
,

完全 文献 「 〕的数值比较表明
,

保留到 。
一

量级项的方程

组和 方程组 〔 均能够很好地近似完全 的解

应该指出
,

或 理论的前提是流场中存在主流方向
,

故从理论上来讲
,

和 对驻点流动区域不是严格适用的 由此可见
,

继续研究 的数学性

质〔卜
,

利用 计算超出它的理论适用范围的各种类型的流场
、

探讨这样做的力学依

据和能够达到的计算精确度
,

研究 的合理形式等
,

都具有理论的和实际的意义

本文对不可压二维驻点流 即 流动
、

三维驻点流动和旋转圆盘附近的流动

本文于 年 月 日收到
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等三种流动情况
,

给出不同形式的 的精确解并把它们与完全 的精确解加以

比较

二
、

流动

对于不可压二维驻点流动即 流动〔
, ‘ , ,

流体沿负 轴方向流向位于 , 一 。处

的固壁表面
,

并以驻点线 一 为中心沿壁面流向正和负 轴方向 对这种流动情

况
,

我们取 一 。 流动区为参考态
,

由于驻点无粘位势流为 一 。
, 一 一 。

,

这

里 为常数
,

故取特征雷诺数为 二
,

并有如下的数量级关系
梦

一
,

一 一‘ ,

“ 一 。 一 ,‘,

按照文献
,

在二维完全 中略去数量级小于和等于
一‘

量级的项后
,

如 下

得到

、
少
、

、,‘、飞一净妇
己 口“ 口 公

邵 二二 岁 兰笠 一 一
一

立
一

丫 仁一 十 刀 二 竺‘
口夕 口 夕‘

口。 口。 口
,

勿
“

—
丁 刀 一
— — —— 一

门一 夕

—夕 夕
‘

鱼 十鱼 一 。
口 口

斗

其中 “ 为 轴向流速分量
, 。
为 夕 轴向流速分量

,

压力
,

密度
,

动粘性系数 方程

中惯性诸项以及
夕

公

—口
均为 。

一

量级的项 若在方程 中略去粘性项

口 夕
梦

—
一

二 ,

适
方程组 一 便化为文献 采用的

,

为书写方便
,

把文献〔 形式

的 记作
一

我们利用 一 斗

附近无粘位势流动解为

及其相应的
一

求解 流动 二维驻点

、、夕、少一、尸如

⋯
,山勺山门一‘、了‘、了口、,

一 一

“。 一 “一
合
。· ’ · , ”

其中
。

为驻点压力 对于粘性流动
,

假设

“ 一 一 一 夕

。一 一 粤
。 , 二 , ,

把 和 式代人 和
,

并作如下的变换

一 令
‘ ’, ,

, ,

卜 二 中
、 ,

于是得到

一 竺 中 ,
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小
,

价 小 厂 币、
, , 。

—
口 ,

——
一 吸—

, 门 ,

一刀, 刃 刀
‘

刃

卫垫 十 币业 一
刀汤

对应于 一 的
一

刃
鲤

。

刃

的 币方程仍为
, 中

。 、 价 必 。

‘ 甲

—— —
—刃 刃

的方程则应改变为

边界条件为

刀 一 价一
, 价

刃
一

, 中 一 中

价
刃一

一下 一
召刃

因此得到结论 仁 一 的精确解与完全 的精确解 完全一致 这是

一个耐人寻味的结果
,

理论的适用范围本来不包括驻 点流 动
,

一

的精确解与完全 的精确解完全一致的道理
,

可从驻点附近流体微体积元的受力状
, , ‘ ,, , ,山 ,

一
, , , , 、 , 、 , , , 、 , , , 卜 , , 、 , “

态得到解释 作用在微体积元上指向为 ‘ 轴方向的应力合力分量中的粘性拉应力 “箭
, , , 一

、 , 二 ,

一一 一
, 二 , 八 , 、 ,

一
,

护夕 一加
。 ,,

一 一
,

上 一 一 山
和指向为 ’轴方向的应力合力分量中的粘性剪应力 “蓄合 在微体积元的动力学 平 衡 中

不起作用
,

这里 拌 砂
,

而 一 中略去了 。 一‘ 和更小量级项的处

理恰与这一力学事实相符合 可见
,

实际适用的流场范围超出了它的理论应用范

围
。

一

精确解的 币解与完全 精确解的 价解 一致 但
一

精确解

的 巾 、 解则与完全 精确解的 小解不同 因而 一 给出的压力分布 与精确

压力分布 不同
,

相对于 的偏差为

一
。一

二
件

价
刃

扩 竺《 劝

图 给出 红二里
一

随 ”变化的关系曲线 表 给出 丝
、

侧动 和 必 动 的具体数
刃却

、

值
,

其中
一

会引自专著
〔‘ , 可见在 二 一 。

,

、 时
,

一 。一 即相对

最大偏差为 、 而在粘性区夕卜缘 , 。一
·

价

刃

时为

·

,

与 , 的 ,目对偏差
一一

“一

仍达 多 精确压力 户在粘性层内的绝对变化在 一

二
、 ‘

欠 。一 人 , 。 二 拼岁 。 一 二 , , 岁。

当 勺 时
, 中 刃 ‘
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表 二维和三维驻点流动
,

和 一 精确解中的 岁
、

巾 和 必‘

。 ‘

竺 ‘ 创
、 , 、 ,

尸 ‘

小 帕

、 ,

、。 , 、 , 、

尸 一 二 丫 汉戈 了 戈匕 ,

匕 兰
一

匕 ⋯

一”了﹀

卜

斗

口

斗 斗

弓 〔〕

苏弓
飞少

丁了丁勺

斗了、了

〔 污 万

‘

弓 只

丁

口 苏 少

〔川弓

〔斗

勺丁〔

干

,

。

斗‘

日 〕竹歹乙

口

盯 〕少

斗

门 叨弓

弓弓

宁

丁

弓斗

弓 书了

弓 斗

弓丁斗

斗

勺 弓了

〕

丁斗

斗

弓

斗弓

丁石

斗 斗

丁

斗

丁
,

吕 工斗

斗 干弓

口

苏

斗

弓

斗弓

弓弓

斗

吕

弓弓

斗

气

斗

弓
卜

斗

斗

苏

,

〔

〕 斗

日

斗

夕

二

气弓

丰

礴

斗

丁

了

弓 弓

斗

牛

日

了苏
, 、

弼 苏

」了

,

石 不

丁书

协厉

日自目

斗拍

石吕

月

,

吕

丁

斗 〕了

弓 注 斗
,

弓

〔

斗

︸日,一‘卜︺

⋯
勺︸勺乙、乙,勺,妇

乃一
山

八叼曰门︸,‘
刃

冲
口,

、,,
‘

件刁比

注 刀指二维驻点流动 指三维驻点流动

⋯飞
飞

。

以菜︸

爆 狱黄
嘴两毛们

诀安、

万乃

图 二维和三维驻点流动
,

由
一 几确定的压力 户

一

与精确压力 的偏差

—二维情况
, 参见式 巧 一一三维情况

, 参见

若在方程 中同时略去粘性项
夕

邵万 二
口 ‘

和惯性诸项
,

一 的 便简

化为 边界层方程组 应该指出 边界层方程组不适用于驻点流
,

这是因为在驻点
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附近 与
、 “ 与 , 数量级相同 且位势流动解 匀和 的 与边界层方程不相容

,

故不

能用边界层方程组求解驻点流

可见在 中保留全部
一

量级的项是必要的
,

这样既可反映边 界 层

充分发展 》
, “ 》 , 时无粘外流与边界层流动之间的相互干扰现象

、

又可以反映驻

点流动区域的力学面貌 文献〔 理论给出了导出 合理形式的正确途径

三
、

三维驻点流动

取圆柱坐标系
,
价

, ,

流体沿负 。 轴方向流向位于 二 处的固壁表面 并以驻

氛 取驻点为坐标原点 为中心沿固壁表面对称地流向四方 类似于二维驻点流
,

取
,

一
流动区为参考态

,

驻点无粘位势流动有 一

里 为常数
,

并有如下数量关系

。犷 ,

故取特征雷诺数为
。 一 兰

,

这

一
,

一
,

一 一“

一 一 ’‘

按照文献【
,

在利用圆柱坐标系写出的完全

量级的项后
,

得到如下的

〕 中略去数量级等于和小于
一‘

口“

即

口

一三丝
。

口

口

邵

口之

留

口之

“ 留
月 — 弓 —一 劝

﹃豁
孤一份价

。 为径向流速分量
,

, 为 。 轴向流速分量 在方程 中的惯性诸项以及粘性项 , 口留

口之

均为 。
一‘声 量级的项 若在方程 中略去粘性项

一 的
一

下面利用 一 幼

三维驻点流动 三维驻点附近无粘位势流动解为 〔
,

一
, 州 一 一 之

。
一 一土

。矿 ,

十

其中
。

为驻点压力 粘性流动解假设为

口 留

君
即得 到 对应 于

及与其相对应的
一
求解

“ 一 犷
宕

二
翻 一 公

尸。 一 一 一,
’ 君

把式 和 代人 一 斗 ,

并作如下的变换

一 号
‘ “

一 ‘ ·卜 二
‘

价 ‘
, 厂 ·

卜 沙 , 、

一 甲又互

于是得到
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币 」 。 ,

币 了 币、
,

二花万一 丁 ‘ 甲 下
, 丁 一 屯—

门一 一”

互
‘

互

对应于 一 斗 的
一

价 价 。

——
一了丁下一 一‘

的 访方程仍为
,

但关于 毋

少注 , 方
一万 一 乙中 下 万

‘

一

的方程应改变为

边界条件为
, 。 , 。 价
一 甘

, 甲 一
,

—互
乙一 。

一 叭 中 一
, 中

星吏一
互

上节有关二维驻点流动的结论同样适用于这里的三维驻点流动
,

即 一 勺

的精确解与完全 的精确解 完全一致
,

关于这一结论
,

我们仍可从驻点附近流体的

微体积元的力平衡关系像二维驻点流那样加以解释
一

精确解的 小解与完全

精确解的 币解一致
,

但其 少 解与完全 和 一 的 巾解不同
,

因而
一

给出的压力 与精确压力 尸不同
,

相对压力偏差为

一
。一

二 办

心 ,

尸 上《 钓

迎‘二左、随渡化的关系曲线见图 粤叻
、

, 和 。众 随城化的具体数值
一 “ ‘

见表 可见在 万 、 时
,

左‘二卫、一
,

即相对最大偏差为 。。多 在粘性 区 外 缘

一

了
, , 。 、 “ 价 。 八八 、

, 、 , 占、小口 、
, 。 , 二 、

,, 献 , 、二书 、
、卜、

、、 、七
,

兰 丝 、
,

与 的相对偏差仍达 斗外
。

精确压力 在粘性层内
一

乙

的绝对变化
,

当 犷 一 。时为
。

当 时
, 少 一

‘

关于二维驻点流动分析结论中的

一 卜二 。产中。

和
、

对三维驻点流动情况显然同样成立

四
、

旋转圆盘附近的流动

在静 止流体中
,

当一平圆盘绕通过盘心垂直于盘面的轴以均匀角速度 口而旋转时
,

圆

盘将因粘性作用而
“
携带刀盘面附近的流体层而“旋转 ”

,

流体层也将因离心力的作用而沿

径向运动
,

这是一个三维流动问题 图 画出旋转圆盘附近流动的示意图
,

以及圆柱坐标

关系 今取 犷

关系

一 。 流动区为参考态
,

特征雷诺数应为 。一 卫 ,

并有如下的数量级
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一
, 二 一 一“ ,

一 。 口
, 。 一 口 , 留 口 一 ,邓

按照文献〔 〕
,

在完全 川 中略去数量级等于和小于 。
一‘

量级的项
,

同时考虑到

旋转对称性
,

得到如下的

一生
,

旦鱼 , 口 “

口

斗。一幽。
刀十力一

一一口

夕一
一口一口一

“

鱼 一 宜
即
鱼

口 口

十 哩 十 留

口留
夕 一 一 —
口名

口

口

一

竺 十鱼 一
。

圆盘固壁表面无滑流
,

故有如下边界条件

一 一
, 夕 一 口

, 留

, 夕 一

这里 “ 为径向流速分量
,

一“ ,

量级的粘性项

, 周向流速分量
, 留为轴向流速分量 在方程 力 中略去

口留

口
便得到对应于 斗 一 的

一
若在

方程 中把 。
一

量级的诸惯性项和 , 口 留

口
同时略去

,

则得到对应于

一 的边界层方程组 为了利用 一 及与其对应的
一

和边界

层方程组求解旋转圆盘附近的流场
,

令

一 口 约
,

一 口‘ 乙
, 阳 一 口 ,

仗
,

一 。 口 , 乙

把 和 式代人 一
,

于是得到

尸 一 ‘ 丝 一 宣五 一 。

十 一一
一召
、钊一﹄‘一

一一心

卫旦 一 。

口

丝 丝 一 全旦 一
。

乙 雪
‘

对应于 一 的
一

以及边界层方程组的
、

和 的方程仍分别

与方程 一 一致
,

但关于 的方程则应分别改变为

卫夕兰 十 丝 一 。
‘
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兰遨 一 。

乙
斗

边界条件为

乙
, , ,

口
,

口吞

” 一
,

‘

因此得到结论 一 的精确解与完全 的精确解川 ,完全一致 关

于这一耐人 详味的结果
,

我们仍可以从旋转圆盘附近的流体微体积元的力平衡关系加以

解释
,

作用在圆盘附近流体的微体积元上指向径向方向的应力合力分量中的粘性拉应力

「 “
, 。 小。 、

,

伟 , 产 ,

一 、
二二 、 二 人 二

, 、 。 、
二、

、。二 山 、 、 二 「合
。 ,

召 一二一下一 , 叹一 一 卜 丁酬刊 夕司 】刊刀 刊则赵匕刀 苏 夕了 亘甲阴刁劝
‘

生 罗多 里 户 二 万 甲 万一“

」
, 一 了

二、以及指向
之 轴方向的应力合力分量中的粘性剪应力 弊

十

」 口犷
“

川
、均 在 流 体

微体积元的动力学平衡中不起作用
,

而由完全 导出 以 一

口

时略去数量

级等于和小 于
一 ‘

量级诸项的处理
,

恰好正确地反映了流体微体积元受力状态的

上述特性

对应于 一 的 一 和边界层方程组
,

它们的精确解的
、
‘

和 解均 与完全 和 一 精确解的
、 ‘ 和 解一致 但它们的精

确解的 中 和 叭 解则均与完全 精确解的 必解不同
,

说明由
一

得到的压力
‘ 和由边界层方程组得到的压力 , 均与精确压力解 不同

,

和 吞 相对
二 二

精 确 压

力 户的偏差分别为
忿 一 一

十
斗

一 尸 一
,

一一一亨亨
是傀众巴

犷 口
一

褥
图 睁止流体中旋转

圆盘附近流动的示意图

及坐标关系

图 旋转圆盘附近流动 , 由
一

确定的压力 ‘ 与精确压力 户的偏差 ,

参见式



第 期 高 智 简化
一 ‘ 方程组 的几个精确解 夕

图 给出 沙一 随 乙变化的关系曲线
,

与 户的相对最大偏差出现在固壁表面
,

相对最大偏差为 多 边界层方程组给出的压力 , 与 的相对偏差恒等于 并 表

是函数
、 ‘ 、

、 、 占 和 的具体数 值
,

函数
、

和 的数 据 引 用 自文 献

在旋转圆盘附近流动的情况下
,

有关二维和三维驻点流动的分析结论 显然同样

成立 边界层方程组不能够描述二维和三维驻点流动
,

但边界层方程组能够近似地描述

表 旋转圆盘附近流动
, ,

压 和边界层方程组精确解中的函数
厂
、 、 、 。、 ‘

和

。一 么
、

亘 一月 吞 一 ‘ 一

、 。 。 。 。
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旋转圆盘附近的流动

五
、

结 束 语

对二维
、

三维驻点流动和旋转圆盘附近的流动等三种流动情况
,

文献 【 理论给出的

的精确解均与完全 的精确解 完全一致
,

这足以说明利用 计算流场

时的实际适用范围大大超出了 理论所限定的应用范围
,

说明利用 数值模拟

各种类型的不可压缩流动具有很大的实际潜力

对本文所研究的三种流动情况
,

不同形式的 的精确解的比较表明 和
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一
一

一
一 一

一
,

一
一一 —

一

—
中的 。 一功 量级项的不同取舍

,

具有不可忽略的影响 采用文献 〔 理论的取

舍方案是比较合理的
,

因此
,

基于文献〔 理论可以把 以及 的形式合理地加

以统一
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